*Uczennica XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie, laureatka
XXXVII Konkursu Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2015 roku.

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Kolorowanie ptaszczyzny, prostych
i okregow

Jadwiga CZYZEWSKA*

Na drugim etapie VIII Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw (obecnie
Olimpiady Matematycznej Junioréw) pojawilo sie nastepujace zadanie:

Kazdy punkt pltaszczyzny nalezy pomalowac na pewien kolor w taki sposob, aby
kazda prosta byla jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza moZzliwa
liczba kolorow, ktorych mozina uzyé do pomalowania punktéow tej plaszczyzny?
Odpowiedz uzasadnij.

Odpowiedz brzmi: trzy kolory. Udowodnijmy najpierw nie wprost, ze nie
mozemy uzy¢ czterech koloréw. Zalézmy, ze mozna uzy¢ czterech koloréw —
wybierzmy zatem cztery réznokolorowe punkty. Zauwazmy, ze zadne trzy z nich
nie sa wspotliniowe, bo w innym przypadku znalezlibysmy trzykolorowa prosta.
Oznaczmy wybrane przez nas punkty A, B, C', D w taki sposob, by proste

AB i CD sie przecinaly. Ich wspoélny punkt oznaczmy jako E (rys. 1). Jesli
punkt F ma taki sam kolor co punkt A czy B, to prosta C'D jest trzykolorowa.
W innym przypadku prosta AB jest trzykolorowa. Dowiedli$émy, ze kolorujac
plaszczyzne przy uzyciu czterech koloréw, zawsze znajdziemy trzykolorowa
prosta. Teraz pokaze kolorowanie ptaszczyzny trzema kolorami, spelniajace
warunki zadania. Pokolorujmy cala plaszczyzne jednym kolorem, np. zielonym.
Wybierzmy dowolna prosta i pokolorujmy ja innym kolorem, np. niebieskim.
Na prostej wybierzmy dowolny punkt i pokolorujmy go trzecim kolorem, np.
czerwonym. Wtedy kazda prosta jest co najwyzej dwukolorowa (rys. 2).

Po zawodach zadalam sobie nastepujace pytanie. Zalézmy, ze kazda prosta
jest co najwyzej trzykolorowa. Jak wiele koloréw moglismy wtedy uzy¢ do
pokolorowania punktow plaszczyzny? Odpowiedz jest w tym przypadku
zaskakujaca: mogliSmy uzy¢ nieskonczenie wiele koloréw! Pokolorujmy cata
plaszczyzne jednym kolorem. Wybierzmy dowolny okrag i pokolorujmy kazdy
jego punkt innym kolorem. Jesli prosta nie ma punktéw wspdlnych z okregiem,
jest jednokolorowa. Jesli jest do niego styczna, jest dwukolorowa, a jesli prosta
przecina okrag, jest trzykolorowa. Mozemy postawi¢ analogiczne pytania

dla okregéw: na ile koloréw mozemy pokolorowa¢ punkty plaszczyzny, jesli
kazdy okrag moze by¢ co najwyzej dwu- czy trzykolorowy. Rozwiazania tych
probleméw sa bardzo podobne do tych postawionych dla prostych, dlatego
znalezienie odpowiedzi pozostawiam Czytelnikowi.

Moja praca odpowiada na jeszcze bardziej zlozone pytanie niz to postawione
podczas olimpiady: na ile koloréw mozna pokolorowaé¢ punkty ptaszczyzny, jesli
kazda prosta moze by¢ co najwyzej m-kolorowa, a kazdy okrag co najwyzej
n-kolorowy. W pracy udalo mi si¢ znalez¢ odpowiedz dla prawie wszystkich
wartosci m i n — wyjatkiem jest przypadek m = n = 3 — umiem pokazaé, ze

w takim przypadku mozemy uzyé¢ czterech koloréw, ale nie szesciu. W dalszej
czesdci artykutu zaprezentuje dowody dotyczace tego problemu. Przypadek pieciu
koloréw jest otwarty.

Twierdzenie. Niech k bedzie maksymalng liczbg kolorow, na ktéore mozemy
pokolorowac punkty plaszczyzny tak, Ze kazda prosta i kazdy okrgg bedg co
najwyzej trzykolorowe. Wtedy 4 < k < 6.

Na poczatku pokaze kolorowanie plaszczyzny czterema kolorami, takie, ze kazda
prosta i kazdy okrag sa co najwyzej trzykolorowe. Pokolorujmy cala ptaszczyzne
jednym kolorem, np. fioletowym. Wybierzemy okrag i pokolorujmy go innym
kolorem, np. brazowym. Na okregu wybierzmy dwa punkty i pokolorujmy je na
jeszcze inne kolory, np. czerwony i zielony. Wtedy kazdy okrag i kazda prosta
beda co najwyzej trzykolorowe (rys. 3). Stad k > 4.
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Rys. 5

Zalézmy teraz, ze mozemy pokolorowaé plaszczyzne sze$cioma kolorami —
wybierzmy sze$é réoznokolorowych punktéw. Zauwazmy, ze mozemy znalezé
prosta przechodzaca przez co najmniej dwa punkty, taka ze pozostate wybrane
punkty beda leze¢ po jednej stronie tej prostej. Z drugiej strony zauwazmy, ze
na takiej prostej moga leze¢ co najwyzej trzy wybrane punkty, bo w innym
przypadku znalezlibySmy czterokolorowa prosta. Rozpatrujemy zatem dwa
przypadki ze wzgledu na liczbe wyrdznionych punktow na wybranej prostej.
Ponizej przedstawie jeden z nich (rozumowanie dla drugiego z nich jest
analogiczne i pozostawiam je Czytelnikowi).

Zalézmy, ze na prostej leza dokladnie dwa wybrane punkty — oznaczmy je

jako A i B, a pozostale jako Py, P, P3, i Py. Spo$rod katow AP, B, AP, B,
AP;B i APyB wybierzmy ten o najwiekszej mierze — AP, B (zauwazmy, ze
gdyby byly dwa takie katy, to znalezliby$my czterokolorowy okrag). Punkt P;
oznaczmy jako C. Spoérdd pozostalych katéw wybierzmy ten o minimalne;j
mierze — AP;B (jest tylko jeden taki kat). Punkt P; oznaczmy jako D. Pozostale
punkty oznaczmy jako F i F. Zauwazmy, ze punkt C lezy wewnatrz okregu
AFEB. Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:

1. Punkty C, D i F sa wspoélliniowe. Jeden z punktéw przeciecia prostej CDF
z okregiem AFEB oznaczam jako G. Jesli punkt G ma taki sam kolor co
ktérys z punktéw C, D lub F, to okrag AEB jest czterokolorowy. W innym
przypadku prosta CDF jest czterokolorowa (rys. 4).

2. Punkty C, D, F nie sa wspoélliniowe. Jeden z punktéw przeciecia okregu
CDF z okregiem AEB oznaczam jako G. Jesli punkt G ma taki sam kolor
co ktérys z punktow C, D, F, to okrag AEB jest trzykolorowy. W innym
przypadku okrag CDF jest trzykolorowy (rys. 5).

W kazdym przypadku (takze dla trzech wybranych punktéw na prostej)
znajdujemy czterokolorowa prosta lub okrag. Zatem nie mozemy wykorzystac
szesciu kolorow do pokolorowania punktéw plaszezyzny w taki sposob, zeby
kazda prosta i kazdy okrag byly co najwyzej trzykolorowe. Zatem 4 < k < 6.
Co ciekawe, w przypadku gdy kolorujemy punkty plaszczyzny z zachowaniem
warunku, ze kazda prosta jest co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co
najwyzej czterokolorowy, mozemy uzy¢ nieskoriczenie wielu koloréw. Aby to
wykazaé, potrzebujemy nastepujacego lematu:

Lemat. Istnieje taki zbior punktow X o nieskonczonej liczbie elementow, Ze
zadne trzy punkty nalezgce do X nie lezq na jednej prostej i Zadne cztery nie lezq
na jednym okregu.

Zdefiniujmy przez indukcje ciag zbioréw X7, Xs, ..., A, ..., ktore spelniaja
nastepujace warunki:

LA CXC...CX,C...,

2. dla kazdego n zadne trzy punkty nalezace do zbioru X,, nie sa wspoétliniowe,

3. dla kazdego n zadne cztery punkty nalezace do zbioru &), nie leza na jednym
okregu,

4. zbiér X,, zawiera n + 3 punkty.

Zbiér X zawiera wierzchotki dowolnego tréjkata i jego ortocentrum, zatem
spelnia wszystkie zadane warunki. Nowy zbioér &), 41 ze zbioru X, tworzymy
w nastepujacy sposob: przez kazde dwa punkty zbioru X, prowadzimy prosta,
a przez kazde trzy okrag. Niech narysowane obiekty tworza razem zbiér Z.
Zauwazmy, ze liczba prostych i okregéw jest skonczona. Wybierzmy prosta,
ktora nie nalezy do zbioru Z. Proste i okregi przecinaja ja w skonczonej
liczbie punktow. Wybierzmy zatem punkt P, ktéry nie lezy na zadnej prostej
czy okregu nalezacym do zbioru Z. Wtedy X, 11 = X, U {P}. Rozwazmy
zbiér X, bedacy suma wszystkich zbioréw X,,. Zauwazmy, ze zbiér X' zawiera
nieskoniczenie wiele elementéw. Ponadto zadne trzy punkty nalezace do tego
zbioru nie sa wspdélliniowe, a zadne cztery nie leza na jednym okregu. Zatem
zbidr X jest szukanym przez nas zbiorem.
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Jak, majac taki zbiér, mozemy pokolorowac¢ plaszczyzne tak, by kazda prosta
byla co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy?
Pokolorujmy cala plaszczyzne jednym kolorem. Nastepnie wezmy taki zbior
punktéw X o nieskonczonej liczbie elementéw, ze zadne trzy punkty, ktére do
niego naleza, nie sa wspotliniowe, zadne cztery nie lezag na jednym okregu. Kazdy
punkt nalezacy do zbioru X pokolorujmy innym kolorem. Wtedy kazda prosta
bedzie co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy.
Rozwiniete zadanie z Olimpiady Matematycznej Junioréw okazato sie bardzo
ciekawym problemem. Obecnie pracuje nad jego uogdlnieniem w trzecim
wymiarze.

Kornczac, chciatabym bardzo podzigkowaé opiekunowi mojej pracy, Panu
Wojciechowi Guzickiemu za zaproponowanie mi tego tematu oraz pomoc przy
tworzeniu pracy.

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1528. Kazde pole tablicy o wymiarach 8 x 8 nalezy pomalowaé¢ na czarno
albo na bialo. Na ile sposobéw mozna uczynié¢ to tak, aby kazdy kwadrat 2 x 2
zawieral parzysta liczbe czarnych pol?

Rozwiazanie na str. 1

M 1529. Szescian przecieto plaszczyzna, uzyskujac w przekroju pieciokat
opisany na okregu. Udowodnié, ze ten pieciokat ma o$ symetrii.
Rozwiazanie na str. 2

M 1530. Na okregu o dlugosci 2™ (n > 2) znajduja sie punkty Py, Pi, ..., Pan_1
bedace wierzcholkami 2"-kata foremnego, oznaczone w taki sposéb, ze dlugosé
huku P;_1 P;, mierzonego zgodnie z ruchem wskazowek zegara, jest réwna ¢ dla
kazdego i = 1,2,...,2" — 1. Niech

E={P:2|i} oraz F={P:i<2"'}.
Udowodnié¢, ze € 1 F sa przystajace (jako podzbiory plaszczyzny).

Uwaga. Mozna udowodnié, ze dla kazdego n > 2 istnieje etykietowanie
wierzchotkéw 2™-kata foremmnego o opisanych wlasnosciach — jest to rownowazne
zadaniu 2 z I etapu LX OM, ktorego rozwiazanie mozna znalez¢ na stronie
archom.ptm.org.pl/?gq=node/9. Rysunek przedstawia przypadek n =4

z zaznaczonymi zbiorami £ oraz F.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 927. Mamy do dyspozycji woltomierz o oporze wewnetrznym Ry

i amperomierz o oporze wewnetrznym R 4. W celu wyznaczenia nieznanej
wartosci oporu R opornika mozemy zestawi¢ obwod pomiarowy na dwa rézne
sposoby (rysunek). Wykonujac pomiary metoda 1, odczytaliSmy wartosé¢ pradu
rowna I i napigcie réwne Uy, a pomiary metoda 2 daty wyniki Iy i Uy. W jakich
warunkach warto$é obliczona na podstawie uproszczonego wzoru Ry = Uy /15 jest
dokladniejszym przyblizeniem dokladnej wartosci R niz warto$¢ Ry = Us/I2?
Zaktadamy, ze kazdorazowo woltomierz poprawnie pokazuje réznice potencjatéw
na jego zaciskach, a amperomierz poprawnie podaje warto$¢ pltynacego przezen
pradu.

Rozwiazanie na str. 4

F 928. Oszacuj, o ile zmienia si¢ masa czlowieka w ciagu dobrze przespanej
nocy (8 godzin snu). Dorosly czlowiek w spoczynku wykonuje érednio 12
oddechéw na minute, a w kazdym oddechu ,wymienia” okoto 0,5 | powietrza.
Sktad wdychanego powietrza to (objetosciowo) w 78% azot i 21% tlen, a
wydychanego powietrza w 78% azot, 17% tlen i 4% dwutlenek wegla.
Rozwiazanie na str. 5
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