Co zobaczyta Alicja po drugiej stronie lustra?

Rozwigzanie zadania F 927.
Korzystajac z praw Kirchhoffa dla
obwodéw elektrycznych, znajdujemy, ze
warto$é¢ oporu R powinnismy obliczaé
wedlug wzoréw:
dla metody 1
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Odwracajgc obie zaleznosci, otrzymujemy:
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a wiec wzory uproszczone prowadza do
wyniku zanizonego w przypadku metody 1
i zawyzonego w przypadku metody 2.
Poréwnajmy wartosci bezwzgledne bledow
obu metod i zbadajmy, kiedy metoda 1
jest dokladniejsza:
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ta nieréwnos¢ jest spelniona, gdy
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Wypisujac réwnosé przyblizona,
skorzystaliSmy z faktu, ze R4 < Ry .

Marek KORDOS

Chcialbym opowiedzie¢ o najtrudniejszym pojeciu matematyki. Najtrudniejszym,
cho¢ intuicyjnie prostym i uzywanym powszechnie rowniez przez
niematematykéw. Chodzi o orientacje.

Zacznijmy od jednego z najbardziej znanych matematykow — to Charles

L. Dodgson (1832-1898), student, a pézniej profesor Christ Church College

w Oxfordzie. Oczywiscie, spiesze uspokoi¢ tych, ktorzy nie odnajduja w swojej
pamieci takiego matematyka: Charles Dodgson nie jest znany jako matematyk i,
na dodatek, nie jest znany pod swoim nazwiskiem. To Lewis Carroll, ktorego
dwie ksiazeczki — Alice’s Adventures in Wonderland (1865) i Through the
Looking Glass (1875) — naleza do (przynajmniej europejskiego) kanonu lektur
dziecigcych. Pierwsza z nich ma ustalona polska wersje tytutu: Alicja w krainie
czarow, druga za$ znana jest w Polsce pod réznymi tytutami, wérdd ktérych jest
i Co zobaczyla Alicja po drugiej stronie lustra?

No wlasnie — co zobaczyta? Nasuwajaca sie odpowiedz to: zobaczyla siebie.
Kazdy jednak, kto np. préobowal z pomoca lustra cos sobie obciaé, powiedzmy
wasy albo grzywke, wie, ze napotkamy przy takiej czynnosci pewne trudnosci

i nasza sprawnos$é¢ sterowania ruchami widzianych w lustrze nozyc jest znacznie
naruszona. W ogole wydaje sie, ze trzymane w prawej rece nozyce w lustrze
trzymamy w rece lewej.

Pozwala to postawi¢ hipoteze, ze lustro zamienia prawa i lewa strone. Kazdy
zreszta chetnie poprze nasz poglad, uwazajac przy tym, ze wie to od dziecka.
Jesli jednak mamy umyst przenikliwy i zwyczaj zadawania sobie i innym pytania
dlaczego?, natychmiast zaczniemy poszukiwaé¢ odpowiedzi, dlaczego akurat
prawa i lewa, a nie, powiedzmy dét i gore.

Ufni w potege poznawcza doswiadczen, mozemy wykonaé eksperyment: z nagta,
aby kompletnie zaskoczy¢ lustro, obréémy je o 90°. Lustro dalej bedzie
zamienialo prawa i lewa, cho¢ teraz beda one wypadaly w tych akurat miejscach
lustra, w ktorych poprzednio znajdowaly sie niezamieniane dét i géra.

I tak pytanie staje sie¢ powazne, jak kazde pytanie, na ktére nie umiemy daé
zadowalajacej odpowiedzi.

Wiaséciwa odpowiedz jest zaskakujaca: lustro nie zamienia prawej i lewej. Wydaje
sie to bzdura, choé¢ jest prawda. Zrozumienie tej prawdy jest rzecza trudna, bo
tez nie lezy ona w optyce, ale gleboko w strukturze uzywanych przez nas pojec,
wlasciwie wrecz w filozofii.

Chodzi o to, ze uzywane przez nas pojecia pochodza ,,z réznych szuflad”. Kazdy
przeciez uzna, ze prostopadlosé i postuszenstwo to pojecia o réznym pochodzeniu
— wywodza si¢ one z zupelnie odmiennych kregéw doswiadczen. Okazuje sig
jednak, ze r6zne pochodzenie mogg mie¢ pojecia dotyczace tego samego obszaru
dziatania. Dla ilustracji przytocze trzy przyklady. Pierwszy bedzie dotyczytl
etyki, drugi geografii, a trzeci geometrii.

Przyktad I. W okresie najwigkszego rozkwitu Starozytnych Aten dzialala
grupa filozofow nazywajacych si¢ sofistami. Podstawowym kierunkiem ich
dociekan bylo badanie regul prowadzenia dyskusji. W szczegdlnosci interesowalto
ich, jak mozna wygraé¢ debate niezaleznie od tego, jakie racje sie gtosi i jakie
racje ma do przedstawienia kontrdyskutant. Swoje przemyslenia potrafili

tez zastosowaé praktycznie, udzielajac (c6z tu ukrywaé — odplatnie) porad
politykom, na co w demokratycznym systemie Aten bylo duze zapotrzebowanie.
Sofista — nalezacym do koncowego okresu ich dziatalnosci — byt Sokrates. Jego
konicowa konkluzja byta taka, ze gdy za przestanki naszego wywodu przyjmiemy
jedno stwierdzenie z zakresu prawa naturalnego i drugie stwierdzenie z zakresu
prawa moralnego, wowczas bedziemy mogli uzasadni¢ zupelnie dowolna teze. Na
przyklad, jedli w debacie bedziemy powolywaé si¢ z jednej strony na wolny rynek
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Rozwigzanie zadania F 928.

Zaréwno wdychane, jak i wydychane
powietrze znajduje si¢ pod ci$nieniem
atmosferycznym, a wiec mozemy przyjac,
ze objeto$¢ molowa w obu przypadkach
jest taka sama i dla temperatury 20°C
(temperatura pokojowa) wynosi okoto 24 1
(wszystkie gazy biorace udzial w
oddychaniu traktujemy jak gazy
doskonate). Utamki objetosciowe
odpowiadajg wigc utamkom molowym
sktadu wdychanego i wydychanego
powietrza. Bioragc pod uwage masy
molowe: Ny =28 g, O3 = 32 g,

CO2 = 44 g i fakt, ze w jednym oddechu
wymieniamy = = (0,5 1/24 1) =

= 0,021 mola powietrza, otrzymujemy, ze
w kazdym oddechu tracimy okoto 0,01 g.
W ciggu 8 godzin snu daje to okoto 58 g.

i konkurencje, a z drugiej na solidarno$¢ miedzyludzka i mitosé blizniego, uda si¢
nam bez trudu uzasadni¢ wszystko, co tylko sie komu zamarzy. Mozna to zreszta
zaobserwowaé w dyskusjach naszych dzisiejszych politykéw. Nie byliby oni
jednak zadowoleni z powyzszego stwierdzenia. Niezadowoleni byli tez politycy
wspolczesnych Sokratesowi Aten, wigc oskarzyli go o bezboznosé i demoralizacje
mtodziezy. Skazali go nastepnie na Smier¢, kazac mu wypi¢ kielich cykuty, co tez
uczynit.

Przyktad II. Dla okreslenia swojego polozenia na kuli ziemskiej zeglarz musi
stwierdzi¢, na jakiej szerokoéci i dlugosci geograficznej sie znajduje. Szerokosé
geograficzna w pogodna noc daje si¢ tatwo okresli¢ — jest to bowiem pojecie
przyrodnicze: wystarczy stwierdzi¢, jaki kat z poziomem tworzy kierunek ku
Gwiezdzie Polarnej. Ten kat to wladnie szerokos¢ geograficzna na naszej potkuli.
Nie ma natomiast do$wiadczenia przyrodniczego pozwalajacego okresli¢ dlugosé
geograficzna. Juz sam poludnik zerowy jest ustalany umownie — do pierwszej
wojny $wiatowej byly zreszta trzy takie umowy: brytyjska z potudnikiem
zerowym przechodzacym przez londynskie przedmiescie Greenwich, francuska

z zerowym poludnikiem przez Paryz (mam nawet globus z tak zaznaczonym
potudnikiem zerowym) i hiszpanska — przez Kadyks. Dzi§ powszechnie przyjmuje
si¢ te pierwsza umowe. Do okreslenia diugosci geograficznej (nawet przez

GPS!) potrzebna jest znajomo$é réznicy czasu astronomicznego z Greenwich
(np. kiedy jest poludnie) — ta réznica czasu w godzinach pomnozona przez 15
daje dlugosé geograficzna w stopniach (wschodnia, jesli nasz zegar jest szybszy
od londyniskiego, a zachodnia, gdy jest wolniejszy). W czasach, gdy nie bylo
dostatecznie dokladnych zegaréw, klopoty z ustalaniem dlugosci geograficznej
byly bardzo powazne (postugiwano si¢ tzw. tablicami astronomicznych
efemeryd). Stad w XVII wieku admiralicje posiadajacych najwieksze floty Anglii
i Holandii ufundowaty wielka nagrode za skonstruowanie morskiego chronometru,
co nie udalo si¢ mimo staran ani Galileuszowi, ani Huygensowi. Dopiero John
Harrison taki chronometr skonstruowat i ten przy niewielkich zmianach dotrwat
do pojawienia sie radia. Inna rzecz, ze Harrison musial przez blisko 20 lat
procesowad sie ze skapymi admiralami, zanim nagrode uzyskal.

Przyktad ITI. Jedli chcemy opisaé¢ rozwartosé jakiego$ kata, wystarczy
podaé, jaka cze$¢ (wlasciwa lub nie) kata pelnego on stanowi. Rozwarto$é

kata pelnego mozemy opisa¢ na rézne sposoby: a to, ze jest to 360°, a to, ze

27 radianéw, a to, ze 400 graduséw (jak chciala Rewolucja Francuska), a to,

ze 6 000 tysiecznych (jak chca artylerzysci) i to wyznaczy rozwarto$¢ naszego
kata. Tak czy owak mozemy poinformowaé¢ o rozwartosci kata, nie odwolujac sie
do zadnego materialnego wzorca. Ten fakt okreslamy, méwiac, ze kat ma miare
naturalng. Natomiast odcinek nie ma miary naturalnej i, aby poda¢ jego dlugos¢,
obok podania jakiejs liczby musimy odwotaé sie do jakiego$ materialnego wzorca.
Za czasow mojej mtodoéci byta to szyna z dwoma nacieciami przechowywana

w Sévres pod Paryzem.

Wréémy do Alicji. Sprobujmy — pamigtajac, ze mamy rézne mozliwodci —
przyjrzeé sie pochodzeniu rozmaitych charakterystycznych kierunkéw jej ciata
(wstydliwi moga, oczywiscie, przygladaé sie sobie).

Goéra i dét sa pojeciami przyrodniczymi. Zaréwno fizyka (ciazenie), jak
wynikajaca stad anatomia (nogi u dotu, glowa u géry) wyraZznie réznice géry
i dotu wyznaczaja.

Przéd i tyl — tez sa przyrodnicze, bo kazdy z nas co$ innego ma z przodu
(np. nos) niz z tytu.

Natomiast lewa i prawa to tylko konwencja. Do dwdch strzalek prostopadtych
dobieramy trzecia — mozna to zrobi¢ na dwa rownowazne sposoby. Arbitralnosé
widaé¢ w trudnosciach, jakie maja dzieci (czesto do pdznej starodci) z nauczeniem
sie, gdzie jest prawo, a gdzie lewo — chodzi o czysta umowe: tego nie mozna
zrozumieé, tego trzeba si¢ nauczy¢ na pamieé. A zarty w rodzaju; lewa reka to
ta, gdzie kciuk jest z prawej strony tylko owa arbitralnoé¢ podkreslaja.
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Do tej umowy wrécimy za chwile, ale teraz zakonczmy sprawe z lustrem:

— gbry i dotu zmieni¢ nie moze;

— przéd i tyl, oczywiscie, zamienia: nie zwréciliSmy na to uwagi, ale przeciez
stoimy ze swoim odbiciem nos w nos; zmienia strzatke skierowana do lustra na
skierowang od lustra;

— prawej i lewej tez nie zmienia: przeciez reka z zegarkiem jest z tej samej strony,
co byla; to my zmieniamy jej nazwe!

I tu pojawia sie matematyczne pojecie orientacji. Jest to kolejnoéé¢ wzajemnie
prostopadlych strzalek. Wybor tej kolejnosci to orientacja przestrzeni. I tu
zdumiewajacy fakt: zaréwno w jedno-, jak w dwu-, tréj- i wiecej wymiarowej
przestrzeni jest tyle samo orientacji — dwie. Czyli w dowolnie wymiarowej
przestrzeni kazdy zestaw maksymalnej liczby wzajemnie prostopadtych
strzalek z ustalona kolejnoscia daje si¢ przemiesci¢ tak, ze sie natozy na jeden
z ustalonych dwu takich zestawdw. Utarlo sie, ze o jednej orientacji mowimy
dodatnia, a o drugiej — ujemna. W przestrzeni trojwymiarowej funkcjonuja tez
techniczne nazwy: prawoskretna i lewoskretna.

Matematycznie obie orientacje sa rownowazne. Ale w szkole — gdzie wszystko
musi by¢ jednoznacznie zadekretowane, ustalono, by nazywacé je niejako
geograficznie: dodatnia (prawoskretna) orientacja to wschéd-péinoc-gora, na
plaszczyznie wschod-péinoc i na prostej wschéd. Ale nic by sig nie zmienito,
gdybysdmy sie uméwili odwrotnie.

Powstaje pytanie, czy przyroda — jak matematyka — jest wobec tych
rownoprawnych mozliwosci sprawiedliwa. A odpowiedZ jest — nie. Sprawa ma
jednak rézne oblicza.

Zacznijmy od siebie — bylto takie hasto wyborcze: serce masz po lewej stronie,
a po prawej masz wgtrobe. I przewaznie istotnie tak jest. Skad biora si¢ takie
nieregularnosci?

Nieréwnoprawnos¢ w wyborze orientacji przez przyrode dostrzezono dawno.
Najbardziej oczywistym przykladem sa muszle slimakéw — rzeczywiscie
przytlaczajaca wiekszos¢ z nich odpowiada orientacji prawoskretnej. Od pél
wieku objasnia sie to tak: jakakolwiek nieréwnomierno$¢ wzrostu muszli —

z jednej strony troszeczke szybciej niz z drugiej — powoduje jej ksztalt spiralny;
proces ten poglebil sie podczas uptywu pokoleni, bo odchylenia si¢ genetycznie
przekazywaty, a w wyniku ewolucji jedna z orientacji stata si¢ dominujaca.

Odkrycie helisy DNA (tez praktycznie zawsze o tej samej orientacji) nie zmienito
pogladu na te sprawe — po prostu jedna z orientacji wygasta.

Asymetria jest tez w chemii — tam zamiast o orientacji moéwi si¢ o chiralnosci.
Zlozone zwiazki organiczne maja bardzo skomplikowang strukture przestrzenna
i moga istnie¢ w wersjach o odmiennej chiralnosci (czyli orientacji). Okazuje
sie, ze ma to wielkie znaczenie, gdy zostaja wchloniete przez zywy organizm

— pozywne substancje w wersji o odmiennej chiralnosci niejednokrotnie staja

si¢ truciznami. Stad znaczenie kontrolowania chiralnosci przy produkowaniu
substancji odzywczych czy tez zwlaszcza lekarstw. Oczywiscie, nie zawsze
substancja odmienna chiralnie od mitej nam musi by¢ dla nas niemita:
przyktadem sa zapachy cytrynowy i pomaranczowy, ktore sa swymi lustrzanymi
odbiciami.

Znaczenie chiralnosci zostalo podkreslone przyznaniem w 2001 roku Nagrody
Nobla wlasnie za chirality-controlled synthesis (chiralno$¢ i po angielsku jest
chiralnoscia, bo to stowo pochodzi z greki i oznacza reke — patrz zart o kciuku).
Otrzymali ja Wiliam S. Knowles, Ryoji Nyori i K. Barry Sharpless.

Jesli pod turystycznym kompasem potozymy miedziany drucik w kierunku
wskazywanym przez igte magnetyczna i przez ten drucik przepuscimy prad
(wystarczy paluszek AA), to igla odchyli sie. Gdy zmienimy bieguny paluszka
(czyli prad ,poplynie w przeciwna strone”), to igla odchyli sie tez w przeciwna
strone niz poprzednio. Zatem orientacja pary (przeptyw pradu — odchylenie igly)
bedzie znow taka sama.
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Lustrzany czworokat juz nie pasuje do
parkietu.

¥

&

Naturalne krysztaly SiO2 o odmiennej
orientacji

O sytuacjach, w ktorych przy zmianach zachowywana jest orientacja, méwimy,
ze ,niosa” orientacje. Nie watpie, ze Czytelnik Sprytny wskaze bez trudu wiele
sytuacji, ktore niosa orientacje i wiele takich, ktére nie niosa.

W geometrii latwo wskazaé zaréwno obiekty, ktére niosa na sobie orientacje (np.
kostka do gry), jak i te, ktére nie niosa (np. kula). Nie kazdy od razu domysli
sie, ze malujac dwoma kolorami ,zegar pieciogodzinny”, nie mozna uzyskaé
obrazka niosacego orientacje,

OOOOOOO0

a ,szesciogodzinny” juz mozna tak pomalowad,

SN S SSes
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R

by dwa sposrdd tych ,zegaréw” (ktére?) niosty na sobie orientacje.

Orientacje niesie na sobie kazdy czworokat réznoboczny, o czym przekonuje
rysunek na marginesie. Czytelnik Domys$lny zauwazy, ze patrzac na niego,
mozna odkryé¢ przepis na ulozenie parkietu z dowolnych jednakowych
czworokatnych plytek (jaki to przepis?).

Podobne, a moze jeszcze bardziej ztozone moga byé¢ sytuacje w przestrzeni.
Czworoscian widoczny ponizej na rysunku z lewej to (jak kazdy Czytelnik
Dokladny obliczy) jedna szésta szescianu, w ktérym zostal zbudowany. Nie
mozna jednak z jego szes$ciu egzemplarzy zlozy¢ tego szeScianu. Jak pokazuje
rysunek srodkowy, trzy z nich musza by¢ jego lustrzanymi odbiciami.

Mimo to same takie czworosciany o jednakowej orientacji moga szczelnie
wypelni¢ przestrzen, o czym przekonuje rysunek prawy: takimi pochylonymi
graniastostupami kazdy potrafi ,wyparkietowaé¢” cala tréjwymiarowa przestrzen.

Oczywiscie, szescian nie niesie na sobie orientacji, podobnie jak zaden

z pozostalych czterech wielo$cianéw foremnych, czyli platoniskich. Natomiast
wérdd wielodcianéw pétforemnych, czyli archimedesowych (to takie, ktérych
Sciany sa wielokatami foremnymi niekoniecznie jednakowymi, ale naroze

w kazdym wierzcholku jest takie samo) juz takie sa. Na marginesie narysowana
jest siatka wieloscianu archimedesowego, w ktorego kazdym wierzcholku zbiegaja
si¢ cztery tréjkaty réwnoboczne i kwadrat (to ile jest tych tréjkatow?). Jesli
skleimy te siatke tak, aby widoczne byly pokolorowane $ciany kwadratowe,

i drugi raz, tak by kolory schowaly sie w $rodku, otrzymamy dwa rézne, cho¢
lustrzane wielodciany — kazdy z nich niesie wiec orientacje.

Natura sama tez potrafi ,,sklei¢” wielo$cian niosacy orientacje na dwa sposoby.
Obok mamy zdjecie dwoch krysztaléw kwarcu, bedacych swymi odbiciami
lustrzanymi. Tym, jakie krysztaly niosa na sobie orientacje i jakie w ogdle

sa mozliwe, a takze tym, czy Natura wykorzystuje wszystkie matematycznie
dopuszczalne mozliwosci, zajmuje sie lezaca na pograniczu matematyki i geologii
krystalografia. Ale o niej innym razem.
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