Twierdzenie o niepustym barze, czyli
zmechanizowana naturalna dedukcja

Sprawdzanie poprawnosci dowodéw matematycznych czesto wymaga sporej
wiedzy i ogromu nuzacej pracy. O ile dochodzenie do zrozumienia istoty
dowodu, czyli dlaczego dane twierdzenie matematyczne zachodzi, moze
sprawiaé¢ Czytelnikowi duzo satysfakeji, o tyle weryfikowanie wszystkich
szczegboléw dowodu jest zajeciem dos$é niewdziecznym. Z tego powodu od
wielu juz lat trwaja badania nad zaprzegnieciem komputeréw do tej zmudnej
czesci pracy. Aktualnie nie istnieja programy, ktore potrafia rozumie¢ dowody
matematyczne napisane po polsku lub po angielsku (i ogélnie, w zadnym jezyku
naturalnym). Istnieja za to systemy z wlasnym jezykiem opisu dowodu, mniej
lub bardziej oddalonym od jezyka naturalnego. Jednym z takich systemdw
jest Coq, rozwijany gléwnie we Francji, w instytucie naukowym INRIA. Jest
to interaktywny system pozwalajacy na poszukiwanie dowodéw twierdzen za
pomocy zwieztych komend, nazywanych taktykami.

Kazda taktyka odpowiada z grubsza zastosowaniu pewnej reguty dowodzenia

Naturalna dedukcja to opracowany zwanej naturalng dedukcjg. Coq nie stuzy do automatycznego dowodzenia

w latach 30. XX wieku przez polskiego

logika Stanistawa Jaskowskiego twierdzen, do dziatania potrzebuje ludzkich podpowiedzi. Kazda podpowiedziana
I (niezaleznie) przez niemieckiego taktyke stosuje bezblednie, uzyskujac wszystkie mozliwe wnioski i sprawdzajac

matematyka Gerharda Gentzena, zestaw . YKE ) . € 7, ,y 3 , Y . N . p Jac,
formalnych zasad, ktére dla kazdego co jeszcze nalezy udowodnié, zeby dowdd analizowanego twierdzenia byt

spéjnika logicznego (takiego jak kompletny. W niniejszym artykule zaprezentujemy dowéd w Coqu, wykonany

np. alternatywa, implikacja,
kwantyfikatory) méwia, jak w dowodzie
wykorzysta¢ zdanie zbudowane przy 3 . . . .. ..
uzyciu tego spéjnika oraz jak udowodni¢ W kaZdym niepustym barze jest taka osoba, Ze jesli ona pije, to wszyscy pijq.
takie zdanie.

z uzyciem regul naturalnej dedukcji, nastepujacego twierdzenia:

Cho¢ twierdzenie brzmi absurdalnie, jednak da sie je udowodni¢. Przyczyny tego
dysonansu omowimy pézniej, a teraz rozwazmy dwa dowody.

Dowdd ludzki Dowéd wsparty komputerem
a 7 zasady wylgczonego srodka wiadomo, ze w barze
albo istnieje osoba, ktora nie pije, albo nie istnieje
taka osoba.
b Rozpatrzmy dwa przypadki.
c Jedli istnieje osoba, ktéra nie pije, to

1 From Coq Require Import Classical.

> Parameter Bar: Type.

s Parameter Pije: Bar — Prop.

1+ Parameter gosc: Bar.

5 Theorem SuperGosc: exists x, (Pije x —

d spelia ona implikacje ,,jesli ona pije, to forall Pije 1)
wszyscy pija”, ) Proofy, Je vy
e gdyz niespelniony jest poprzednik implikacji. ’

7 assert ((exists x, ~Pije x) V
~(exists y, ~Pije y)) as H by apply classic.
s destruct H.

f W przeciwnym przypadku wiemy, ze nie ma
osoby, ktora nie pije,

& & za.tem Wezysey pus, . 9+ destruct H.

h czyli konkluzja naszej implikacji jest spelniona. exists x

i A poniewaz bar nie jest pusty, " . '

j wiec istnieje osoba, dla ktorej ta implikacja . ntro.

! e . ’ 12 contradiction.

jest spelniona. .

13+ exists gosc.
14 intro.
15 apply not_ex_not_all.
16 assumption.
17 Qed .

Na poczatku dowodu w Coqu twierdzenie zostaje sformalizowane. Po pierwszej technicznej linii, wezytujacej zestaw
twierdzen logiki klasycznej, deklarujemy typ Bar (linia 2) rozumiany tak, ze x:Bar oznacza, ze osoba x jest w barze,
i wprowadzamy predykat Pije, ktéry rozumiemy tak, ze Pije x oznacza, ze osoba x pije. Niepustosé baru zapewnia
nam stala gosc (linia 4), oznaczajaca pewna osobe, ktéra siedzi w barze.

Po zrozumieniu tresci twierdzenia (linia 5) Coq przechodzi w tryb dowodu, w ktérym oczekuje komend od
uzytkownika — instrukcji, jaka regule wnioskowania ma zastosowac¢. Po kazdej komendzie Coq wyswietla aktualna
sytuacje dowodowa, czyli co jeszcze nalezy pokazac i przy jakich lokalnych zalozeniach, aby ukonczyé dowdd
twierdzenia.

Pierwsza taktyka naszego dowodu w Coqu (linia 7) powoduje wzmocnienie lokalnych zalozeri o alternatywe
wynikajaca z prawa wylaczonego §rodka. To tak samo, jak w dowodzie ludzkim w punkcie a. Prawo wylaczonego
srodka w Coqu nosi nazwe classic, a przywolane zalozenie otrzymuje nazwe H. Po tej linii sytuacja dowodowa
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wyglada nastepujaco®:

H : (exists x :
~ (exists y :

Bar, ~Pije x) V
Bar, ~Pije y)

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y

Przy zalozeniach widocznych nad podwdjna linia
(aktualnie jest tylko jedno zalozenie — o nazwie H) mamy
udowodni¢ formule znajdujaca si¢ ponizej linii.

Taktyka destruct H odpowiada regule uzycia gtéwnego
spojnika zalozenia H. W przypadku linii 8 zalozenie H

to alternatywa. Jej regula uzycia odpowiada dowodowi
przez rozbicie na przypadki (patrz punkt b z dowodu
ludzkiego), — rozdzielenie dowodu na dwa watki, ktérych
poczatki zaznaczone sa znakiem + (w dowodzie ludzkim
watki te zaczynaja sie w punktach c i f). Odpowiadajaca
pierwszemu watkowi sytuacja dowodowa (po + w linii 9)
jest nastepujaca:

H : exists x : Bar, ~Pije x

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y

Komenda z linii 8 spowodowala zastapienie poprzedniego
zalozenia H przez zalozenie odpowiednie dla watku —
czyli w tym przypadku pierwszy czlon alternatywy.
Kolejna komenda destruct H tym razem odpowiada
uzyciu formuly z kwantyfikatorem egzystencjalnym.
Polega ono na wprowadzeniu do dowodu nowej
zmiennej x, zwanej ,$wiadkiem” (istnienia osoby
niepijacej) oraz jego wlasnosci ~Pije x. Tak jak
poprzednio, uzyte zalozenie H znika, a nazwa ta zostaje
wykorzystana ponownie.

Zauwazmy, ze poniewaz wprowadzono do kontekstu
dowodowego nazwe x, zmienna zwigzana w formule
ponizej podwdjnej linii zostata przemianowana na x0.

x : Bar
H : ~Pije x
exists x0 : Bar, Pije x0 — forall y : Bar, Pije y

Powyzszy krok dowodowy nie ma bezposredniego
odzwierciedlenia w dowodzie ludzkim. Odpowiada mu
to, ze do ,,0soby”, wymienionej w punkcie ¢, mozna
odwolywacé sie w dalszej czesci tego watku dowodu
(punkty d i e). Zwykle w dowodach w jezyku naturalnym
nie odroznia sie zdania egzystencjalnego jako calosci

od istnienia $wiadka (co wynika z tego zdania) i jego
wlasnosci, ktore moga by¢ wykorzystane w dalszej czesci
dowodu.

Kolejna taktyka, exists x z linii 10 odpowiada
kanonicznej regule dowodzenia formuly egzystencjalnej
z naturalnej dedukcji: wskazujemy $wiadka x i
przechodzimy do dowodu, ze Swiadek zadana wlasnos¢
faktycznie spelnia.

x : Bar
H : ~Pije x

Pije x — forall y : Bar, Pije y

“Zauwazmy, ze Coq dopisal : Bar w kilku miejscach, poniewaz
widzagc wyrazenia Pije x i Pije y, domyslil sie, ze x 1 y oznaczaja
goéci baru. Poza tym Coq usunal kilka niepotrzebnych wedlug
niego nawiaséw. Oczywiscie, znaczenie formul nie uleglo zmianie.
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Formula, ktérag mamy teraz do udowodnienia,

jest implikacja i znéw uzywamy stosownej reguty
kanonicznego dowodu z naturalnej dedukcji — za pomoca
komendy intro w linii 11. Po tej komendzie okazuje sie,
ze nasz zbior lokalnych zatozen jest sprzeczny.

x : Bar

H : ~Pije x

HO : Pije x

forall y : Bar, Pije y

Coq zauwaza to po wprowadzeniu komendy
contradiction (linia 12), zamyka wtedy biezacy
watek dowodu (powyzsze dwie komendy odpowiadaja
punktom d i e).

This subproof is complete, but there are some
unfocused goals.

Sytuacja poczatkowa drugiego watku dowodu w Coqu
(po znaku + w linii 13) jest nastepujaca:

H : ~(exists y : Bar, ~Pije y)

exists x : Bar, Pije x — forall y : Bar, Pije y
Dowdéd przebiega analogicznie do dowodu ludzkiego,

z tym ze kolejnosé krokéw rozumowania musi byé
zgodna z regutami naturalnej dedukcji: najpierw
wskazujemy $wiadka formuly egzystencjalnej (linia 13
odpowiada punkt j), nastepnie przechodzimy do dowodu
nastepnika implikacji (linia 14), a na koniec, korzystajac
z odpowiedniego prawa de Morgana, nazwanego

w Coqu not_ex_not_all, zamieniamy kwantyfikowany
ogodlnie cel na formule, ktora jest jednym z naszych
zatozen. To ostatnie spostrzezenie przekazujemy Coqowi
instrukcja assumption w linii 16, po ktérej nastepuje
juz zamkniecie catego dowodu komenda Qed.

W dowodzie ludzkim, korzystajac z elastycznosci

jezyka naturalnego, mozna sobie pozwoli¢ na podanie
uzasadnienia dla nastepnika implikacji (punkt h) jeszcze
przed wskazaniem $wiadka dla formuly egzystencjalnej
(punkt j).

Na koniec wyjasnijmy, dlaczego twierdzenie intuicyjnie
fatszywe daje si¢ udowodnié. Wynika to z drobnego
oszustwa opartego na niejednoznacznosci jezyka
naturalnego. Podane twierdzenie w jezyku polskim
rozumiemy intuicyjnie tak: w kazdym niepustym barze
jest taka osoba, ze zawsze jezeli ona pije, to wszyscy
pija — co jest oczywista nieprawda. Natomiast zdanie
to rozumiane w jezyku matematyki, jak i dowodzona
w Coqu formutla logiczna, opisuje (kazda) pojedyncza
chwile. I dlatego, jak pokazuja dowody, jest prawdziwe.

Jacek CHRZASZCZ

Coq mozna pobraé ze strony http://coq.inria.fr (wersja
wymagajaca instalacji). Eksperymentalna wersja on-line jest
dostepna na stronie https://x80.org/collacoq/. Po zaladowaniu
(co moze potrwaé nawet minute) w prawym dolnym rogu
(Packages) nalezy klikna¢ w chmurke cog-base, powodujac
zatadowanie odpowiedniego pakietu. Nast¢pnie do lewego panelu
mozna wpisaé tre$¢ dowodu w Coqu i poruszaé sie po nim,
uzywajac strzalek w prawym panelu.



