Podgraf danego grafu powstaje przez
usunigcie z niego pewnej liczby
wierzchotkéw wraz ze wszystkimi
przylegajacymi do nich krawedziami.

Wigcej o liczbach Ramseya przeczytac
mozna w Delcie 3/2008.

Skorzystaliémy z fundamentalnej
nieréwnosci rachunku
prawdopodobienstwa, zgodnie z ktoéra
prawdopodobienistwo (przeliczalnej)
alternatywy zdarzen nie przekracza sumy
prawdopodobienstw tych zdarzen.

Szansa na sukces

Metoda probabilistyczna goscila juz na tamach Delty (np. w numerach 12/2006
i 4/2015), byloby jednak nieprawdopodobnie glupio pominaé¢ ja w numerze
po$wieconym dowodom. W najbardziej podstawowej wersji moze si¢ ona okazaé
przydatna w sytuacji, gdy chcemy wykazaé istnienie obiektu spelniajacego
okreslone warunki — wéwczas mozemy sprobowaé przedstawi¢ schemat
losowania badanych obiektéw, w ktérym z dodatnim prawdopodobienstwem
wynik bedzie spelnial przedstawione zadania. Opis ten moze brzmie¢ dosé
enigmatycznie, powinien sta¢ si¢ bardziej zrozumialy po lekturze ponizszego
rozumowania, uchodzacego za jeden z pierwszych przyktadéow zastosowania
metody probabilistyczne;j.

Rozwazmy graf pelny, ktorego kazde dwa wierzcholki sa polaczone krawedzia

w kolorze niebieskim badz czerwonym. Okazuje sie, co udowodnil Frank Ramsey
w 1930 roku, ze dla dowolnie zadanych liczb naturalnych k, [, jesli liczba
wierzchotkéow w grafie pelnym jest dostatecznie duza, istnieje w nim podgraf

o k wierzcholkach polaczonych wylacznie niebieskimi krawedziami lub podgraf
o [ wierzchotkach, z ktorych kazde dwa polaczone sa krawedziami czerwonymi.

Najmniejszy z tych ,dostatecznie duzych” rozmiaréw wyjsciowego grafu
nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy przez R(k,1).

W 1947 roku Paul Erdos przedstawil nastepujace oszacowanie z dotu liczby
R(k, k)

Oto jak uzyskal ten wynik: rozwazmy graf o n wierzchotkach, gdzie n jest
k
Lniedostatecznie duze”, czyli (}) < 2(5)-1, Pokazemy, ze mozemy pokolorowaé
krawedzie tego grafu w taki sposéb, by nie istnial podgraf rozmiaru k
o wszystkich krawedziach w tym samym kolorze; zatem natychmiastowym

wnioskiem bedzie nieréwnosé ().

Kazda z krawedzi naszego grafu pomalujmy na niebiesko z prawdopodobienstwem
% lub na czerwono z tym samym prawdopodobienstwem. Wybierzmy dowolny
podgraf o k wierzchotkach — wowczas zdarzenie, polegajace na pomalowaniu
wszystkich krawedzi wybranego podgrafu (ktérych jest k(kz_ 1), inaczej (g)) na
ten sam kolor, ma prawdopodobienstwo 2 - 2=(5). Podgraféow o k wierzchotkach
jest jednak (Z) Szansa na to, ze pewien z tych podgraféow ma krawedzie

pomalowane na jeden kolor, nie przekracza (2)217(5), zatem zgodnie
z zalozeniem o ,niedostatecznie duzym” n jest mniejsza od 1. W tej sytuacji
szansa na to, ze zaden z podgraféw o k wierzchotkach nie ma wszystkich
krawedzi w tym samym kolorze, jest dodatnia, co dowodzi istnienia zadanego
kolorowania.
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Jak sie pozby¢ losowosci?

W informatyce losowos$¢ jest bardzo przydatna. Czesto bardzo ulatwia
rozumowania, pozwala na piekne i klarowne argumenty uzywajace, na przyktad,
metody probabilistycznej. Nieraz tatwo znalezé algorytm uzywajacy losowosci
(randomizowany) i dziatajacy szybko, podczas gdy znalezienie szybkiego
algorytmu deterministycznego jest trudne lub w ogdle takiego nie znamy.

7 losowoscia jest jednak pewien problem. Chciatoby sie wiedzieé¢ co$ na pewno,
a nie tylko z duza doza prawdopodobienstwa. Szczesliwie okazuje sie, ze czasami
da sie te losowo$¢ wprowadzi¢, a potem wyeliminowac¢. Ta ostatnia operacja,
eliminacja losowoéci, nazywa si¢ derandomizacjq.

Przedstawimy dwie metody derandomizacji. Zrobimy to na przykladzie,
cho¢ uzyte techniki beda zdecydowanie bardziej ogélne. Rozwazmy graf
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