Sprawdz wymiary!

Idea analizy wymiarowej pochodzi od
Fouriera. Jean Fourier jest, oczywiscie,
najbardziej znany jako twérca analizy
fourierowskiej, wprowadzonej w pracy
Analityczna teoria ciepla i opublikowanej
po raz pierwszy w 1822 roku w Paryzu.
W tej samej pracy Fourier wprowadzil tez
analiz¢ wymiarowa. On pierwszy tak
otwarcie napisal, ze kazda wielko$é
fizyczna ,,ma swéj wlasny wymiar

i wyrazy w tym samym réwnaniu nie
mogg by¢ poréwnywane, jesli nie maja tej
samej potegi wymiaru”. Fourier pisat
wprost, ze wprowadzil pojecie wymiaru,
aby sprawdzaé¢ wyniki obliczen.

Ten okrzyk czesto rozlega sie na lekcjach fizyki. Czy warto sprawdzaé¢ wymiary?
Przeciez na lekcjach matematyki, gdzie tez rozwigzuje sie¢ mnoéstwo zadan, czegos
takiego si¢ nie robi. Otéz warto. Z kilku powodéw. W fizyce mamy do czynienia

z wieloma wielko$ciami fizycznymi, mierzonymi w réznych jednostkach. Nie mozna
poréwnywadé wielkosci mierzonych w réznych jednostkach, tak jak nie mozna
porownywac jabtek i gruszek. Jesli szukana wielkoscia w jakim$ problemie jest,

na przyktad, predko$é, a w wyniku dostajemy kilogram na sekunde, to wiadomo,
ze zrobiliémy btad w naszych obliczeniach. Sprawdzenie wymiaréw pozwala
zorientowadé sie bardzo szybko, czy otrzymany wynik moze by¢ sensowny.

Analiza wymiaréw pozwala nie tylko na sprawdzenie rachunkéw. Dzieki niej mozna

znalezé¢ sposob na zapamietanie réznych formutek, a nawet na ich wyprowadzanie.
Na tym naprawde polega sila analizy wymiarowej. Na podstawie uwaznej analizy
wymiaréw wielkosci fizycznych, majacych wplyw na badane zjawisko, mozna czasem
zgadnaé formule matematyczna opisujaca to zjawisko. Rozpatrzmy dwa przyktady:
pierwszy — bardzo prosty i drugi — bardziej skomplikowany.

WeZmy pod uwage wahadto matematyczne: punkt
materialny o masie m zawieszony na nierozciggliwej nici

o dlugosci I. Jest to, oczywiscie, model matematyczny
fizycznego wahadta, gdzie zaniedbujemy rozmiary ciala
zawieszonego na nici. Jesli zgodzimy sie na taki model,

to tarcie powietrza pomijamy i ruch wahadla moze zalezeé
jedynie od masy, dtugosci nici i przyspieszenia ziemskiego g.
Zapytajmy o okres wahan wahadla. Wielko$¢ o wymiarze
czasu mozna dostacé tylko na jeden sposob
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a wiec okres nie moze zaleze¢ od masy wahadta, gdyz
nie ma jak pozby¢ sie kilograméw! Oczywiscie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie bezwymiarowego
wspotezynnika proporcjonalnosci w powyzszym wzorze.
Mozna go znalezé, wykonujac, na przyklad, pomiar okresu
wahan dla wahadla o zadanej dlugos$ci w miejscu o znanej
wartosci g. W ogélnosci zalezy on od poczatkowego kata
odchylenia wahadla (tez wielko$¢é bezwymiarowa, a wigc
niepoddajaca si¢ analizie wymiarowej). Dla malych wahan
wahadla wspotezynnik ten wynosi 2.

)

Drugi przyktad, ktory rozpatrzymy, jest bardziej
skomplikowany. Rozwazmy problem sity oporu cieczy
lepkiej dzialajacej na plynacy statek. Jakie wielkosci
fizyczne moga mie¢ wplyw na site oporu? Intuicja
(do$wiadczenie) podpowiada nam, ze sita oporu moze
zaleze¢ od wielu czynnikéw. Sprébujmy ograniczy¢ sie do
najwazniejszych (budujemy wige model matematyczny):
sita oporu F' [kgm/s?], predkosé statku v [m/s], rozmiary
statku ! [m], wspétezynnik lepkosci cieczy p [kg/(ms)],
gestoéé cieczy p [kg/m3], przyspieszenie ziemskie g [m/s?],
przy czym w nawiasach podalismy jednostki okreslajace
wymiary. W naszych rozwazaniach pominiemy napiecie
powierzchniowe cieczy, predko$é wiatru, wielkoéé fal na
powierzchni cieczy itp. Oznacza to, ze otrzymane wyniki
nie beda stosowaé sie do ruchu owadow §lizgajacych sie
po powierzchni cieczy, zaglowek, ruchu statkow w czasie
silnych sztormoéw itp. Pomijamy tez detale budowy statku,
wprowadzajac tylko jeden parametr charakteryzujacy
jego rozmiary, to znaczy naszym statkiem bedzie kula

o promieniu /.

Ruch cieczy lepkiej opisywany jest réwnaniami
Naviera—Stokesa, ktérych w ogdlnym przypadku nie
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potrafimy rozwiaza¢. Zastosujmy wiec analize wymiarows,.
Mamy do dyspozycji szes¢ wielkosci: F, I, p, p, g i v. Moze
warto wyttumaczy¢, dlaczego nie rozpatrujemy masy statku
jako niezaleznej wielkosci fizycznej. Ot6z, zgodnie z prawem
Archimedesa, masa statku jest réwna masie wypartej cieczy,
a to z kolei jest rzedu pl>.

Zauwazmy, ze mamy jedynie trzy podstawowe jednostki:
kilogram, metr i sekunde, w ktorych mierzy sie szesé
wielkosci. Jedynie trzy bezwymiarowe ich kombinacje moga
by¢ niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy sposob:
F vlp v?

CD_pUQIQ’ R= e Np_lg.
Oczywiscie, dowolna ich kombinacja tez jest bezwymiarowa,
ale wybralidmy je tak, gdyz kazda z nich wiaze si¢
z inna cecha badanego problemu. Stala Reynoldsa R
zwigzana jest z lepkoscia cieczy u, stata Froude’a Np
wiaze sily bezwladnogci (~ mv?) z sitami cigzkosci (~ mg)
w przepltywie cieczy. Stala R charakteryzuje, na przyktad,
fale i zawirowania na powierzchni cieczy spowodowane
ruchem statku. W konicu wspotczynnik oporu czotowego Cp
nie zalezy ani od p, ani od g.

Analiza wymiarowa méwi nam, ze bezwymiarowy
wspolczynnik oporu czolowego C'p musi by¢ pewna funkcja
dwoch pozostalych bezwymiarowych wielkosci, to znaczy
C(D - f (R’ N F ) .
Zatézmy teraz, ze efekt fal tworzonych na powierzchni
cieczy przez ptynacy statek jest zaniedbywalny (krancowym
przykladem bedzie okret podwodny). Wéwczas stala g,
odpowiedzialna za fale na wodzie, nie powinna wej$¢ do
rozwiazania, a wiec stala Froude’a w powyzszym wzorze
moze by¢ pominieta. W jezyku wyjsciowych wielkosci
wymiarowych dostajemy wiec ostateczny wzor na site oporu

(*) F = p?l?f(vlp/ ).

W tym momencie mozna powiedzie¢: no dobrze, ale przeciez
nie znamy funkcji f, wiec jaki jest pozytek z otrzymanego
wyniku? Zeby zrozumieé¢ korzyéé z naszych rozwazar,
zauwazmy, ze jesli odlozy¢ na wykresie wartosc¢ sity F

w zaleznosci od dlugosci [, to otrzymamy wiele réznych
krzywych dla réznych cieczy, z ktérych nic ciekawego nie da
si¢ odezytac. Jesli natomiast odlozyé C'p w zaleznosci od R,
to wszystkie punkty powinny ulozy¢ sie na jednej krzywej
dla réznych cieczy i réznych rozmiaréw statkow!
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Wspbliczynnik oporu czotowego dla ruchu
kulki w zaleznoéci od liczby Reynoldsa.
Dane uktadajg si¢ na jednej krzywej.

Zauwazmy, ze z przedstawionego przez
nas prawa skalowania wynika, ze stosunek
sily oporu do masy statku maleje ze
wzrostem jego rozmiaréw liniowych, gdyz
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W XIX wieku byta to bardzo wazna
obserwacja pokazujaca, ze oplacalo sie
budowaé¢ duze statki parowe do przewozu
towaréw.

Na rysunku przedstawione sa wyniki pomiaréw dla kul o réznych érednicach
poruszajacych sie w réznych cieczach.

Dane rzeczywiscie ukladaja sie na jednej krzywej dla R zmieniajacego si¢ o 7 rzedow
wielkosci. Tego typu krzywa nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy ja z wynikéw
pomiaréw. Zauwazmy, ze znalezione prawo skalowania () pozwala wyciagnaé
wnioski o ruchu wielkich statkéw (I — 00) z zachowania si¢ matych statkéw
poruszajacych sie z duzymi predkoéciami (v — o0), gdyz oba graniczne przypadki
opisane sg tg samg funkcja f(R). Scisle méwiac, nie jest to prawda, gdyz dla

bardzo duzych predkosci statkéw nalezy uwzgledni¢ nowe parametry, na przyktad
predkosé dzwieku w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane tarciem itp. Powyzsza
obserwacja jest podstawg teorii modelowania, tak waznej przy projektowaniu
statkow, samolotow, duzych budowli itp. z uzyciem tuneli aerodynamicznych.

Uzycie starannie dobranych zmiennych pozwala wigc na przedstawienie wynikow
do$wiadczen w sposéb wskazujacy bezposrednio na fizyke badanych zjawisk.
Odkrycie prawa skalowania jest czesto punktem wyjécia do budowy nowej

teorii fizycznej. Pod koniec lat szesédziesiatych J.D. Bjorken wysunat hipoteze,
ze w rozpraszaniu elektronéw na nukleonach odpowiednio zdefiniowane wielkosci,
zwane funkcjami struktury nukleonu, powinny zaleze¢ jedynie od jednej
bezwymiarowej kombinacji dwéch zmiennych wymiarowych (tak zwana hipoteza
skalowania Bjorkena).

Na przetomie lat szesédziesiatych i siedemdziesiatych hipoteza skalowania zostala
potwierdzona doswiadczalnie. Mozna by zapytaé¢ znowu: i co z tego? Ot6z, mozna
teoretycznie wyprowadzi¢ skalowanie Bjorkena jedynie wowczas, jesli zalozy sie,

ze nukleony skladaja si¢ z punktowych, swobodnych sktadnikéw — kwarkow!

W ten sposob hipoteza skalowania przyczynita sie do ugruntowania roli kwarkéow
(wprowadzonych wezesniej jako hipotetyczne obiekty ttumaczace niektére wlasciwosci
czastek elementarnych) jako rzeczywistych skladnikéw materii. W tym sensie kwarki
zostaly zaobserwowane doswiadczalnie.

Analiza wymiarowa i skalowanie jest integralna czeécia fizyki od ponad stu lat.
Zastosowanie jej metod czterdziedci lat temu w fizyce jadrowej i fizyce czastek
elementarnych spowodowalo radykalne zmiany w naszym rozumieniu podstawowych
skladnikow materii i przyczynito si¢ do przyjecia kwantowej teorii pél jako podstawy
do budowy teorii oddzialywan fundamentalnych. Sprawdzajcie wiec wymiary!

Jest to skrot artykulu Jana KALINOWSKIEGO, ktdry ukazal si¢ w Delcie 1/1992.

Pelny tekst mozna znalezZé w ksigzce ,,O kwantach i smokach. Fizyka wedlug Delty” wydanej w listopadzie 2016.

w
v v
i e 3 e -
¢ b
b
2
a I
u
Rys. 1

Od Pascala do Pitagorasa i dalej

Twierdzenie Pascala o réwnomiernym cidnieniu gazu na Scianki naczynia pociaga
za soba twierdzenie Pitagorasa i jego uogdlnienie, czyli twierdzenie kosinuséw.

Wyobrazmy sobie pudetko w ksztalcie tréjkata prostokatnego i o gtebokosci .
Pudetko to jest polozone poziomo i przymocowane w jednym z wierzchotkéw
doskonatym tozyskiem do pionowej osi. Pudetko wypelniamy gazem, ktory prze
na kazda Scianke. Parcie na gorng i dolna jest jednakowe, wiec one sie znosza.
Jednak znosi¢ si¢ musza i parcia na écianki boczne. Przyjrzyjmy si¢ im. Zgodnie
z prawem Pascala mamy (rys. 1)

|u] = aAp, |v| =bAp, |w| =cAp, gdzie p to cisnienie gazu.

Roéwnos¢é momentow tych sit to Saip + %b)\p = ScAp, czyli a? + b =2

Dla tréjkata nieprostokatnego otrzymujemy (rys. 2)

s5a\p = (a cosa — %)b)\p + 5cAp, czyli a? +b*> — 2abcosa = 2,

a wiec twierdzenie kosinusow.

Na tym przykladzie widaé¢ przewage fizyki nad matematyka, bo z twierdzenia
Pitagorasa, a nawet kosinuséw, twierdzenia Pascala wyprowadzi¢ sie raczej
nie da.

Marek KORDOS



