Problem Stopu

Tak zwany Problem Stopu to problem decyzyjny, ktérego wejsciem jest
jaki$ program @ i jakie$ dane D, a ktérego rozwiazaniem (wyjsciem) jest
stwierdzenie, czy program () uruchomiony na danych D zakoticzy swoje
dzialania w skonczonym czasie.

Twierdzenie. Problem Stopu jest nierozstrzygalny.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze Problem Stopu jest rozstrzygalny, a wiec, ze
istnieje program P(Q,D), ktéry zawsze (a wiec w skonczonym czasie dla kazdych
danych) rozstrzyga Problem Stopu. Rozwazmy teraz nastepujacy program P?,
ktérego wejsciem jest jakis inny program X:

boolean P’ (program X)

{
if (P(X, X))
{ while (true) do {}; } //wymuszamy petlenie sie
else
{ return true; }
}

Bedziemy si¢ zastanawiaé, czy wykonanie P’ (P’) zatrzyma sie, czy nie.

Najpierw zalézmy, ze sie zatrzyma. Wtedy oczywiscie (z definicji P)
P(P’,P’) zwraca true. Jednak wéwczas z kodu programu P’ (spéjrzmy na
warunek po if) wynika, ze P’ (P?) sie petli w nieskoniczono$¢. Sprzecznosé.

Z drugiej strony: zal6zmy, ze P’ (P?) sig¢ nie zatrzyma. To jednak (znéw
analizujemy kod P’) implikuje, ze P(P’,P’) zwraca true, ale to przeciez
oznacza, ze P’ (P?) sie zatrzymuje. Ponownie uzyskaliSmy sprzecznosé, co konczy
dowod. |
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Indukcja pozaskonczona

Indukcja pozaskonczona wykorzystywana jest w dowodach istnienia réznych
obiektéw matematycznych. Gléwna czescia tego typu dowodu jest definicja
indukeyjna (inaczej: rekurencyjna) funkcji.

Definicje funkcji przez indukcje pozaskoriczona sa uogdlnieniem rekurencyjnych
definicji ciagéw. Rekurencyjna definicja ciagu (a,,) sklada sie z okreslenia
wyrazu ag (lub kilku poczatkowych wyrazéw) tego ciagu, a nastepnie pokazania,
w jaki sposob kazdy kolejny wyraz a, (n > 0) zalezy od wyrazéw wezesniejszych
a;, © < n. Taka strukture ma nastepujaca definicja indukcyjna ciggu Fibonacciego:
ag=a1 =1, ap = an—1 + an—s dla n > 1. Jest intuicyjnie oczywiste, ze powyzsza
definicja w jednoznaczny sposéb definiuje ciag: 1,1,2,3,5,8,13,21,...

W nastepnym przykladzie definicja indukcyjna pewnego ciagu postuzy nam
do dowodu istnienia funkcji f ze zbioru liczb wymiernych w liczby wymierne
(oznaczane przez Q), ktéra liczby wymierne kazdego przedziatu (s, t), gdzie
s,t € Q1is <t, przeksztalca na caty zbior Q. Zatem funkcja f ma mieé¢ te
wlasno$¢, ze dla kazdej trojki liczb wymiernych (s, t,q), gdzie s < t (oznaczmy
zbidr wszystkich takich tréjek przez T'), istnieje taka liczba p € (s,t) N Q, ze
fp)=4q.

Skorzystamy z tego, ze T jest zbiorem przeliczalnym, czyli takim, ktérego
elementy mozna ponumerowa¢ liczbami naturalnymi. Innymi stowy, istnieje
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