Grupa to zbiér G z okreslonym w nim
dziataniem X, ktére ma element
neutralny 1 (czyli dla kazdego z € G jest
zxX1=1Xz=z), jest laczne (czyli

z X (t X u) = (zxt)Xxu)idla kazdego
z € G istnieje element odwrotny z !
(czylizx z ' =271 x 2 =1).

Czegsto zamiast x X y piszemy xy.
Przykladami grup sa np. zbiér liczb
catkowitych z dodawaniem lub zbiér
wszystkich izometrii przestrzeni
tréjwymiarowej ze skladaniem.

Grupa G dziala na zbiorze X, jedli dla
dowolnych g € G, z € X mamy
zdefiniowane dzialanie g(x) € X,
spelniajace warunki gz (g1 (x)) = (9291)(2)
oraz id(z) = z. Na przyklad grupa G3
izometrii przestrzeni R® dziala na zbiorze
X = R3 tak: g(z) to obraz punktu x przy
izometrii g.

W przypadku grupy G przeksztalcen
jakiegos zbioru X orbitg dowolnego
elementu x € X nazywamy zbiér

{g(z) : g € G}. Orbity dwéch punktéw sa
réwne lub rozlaczne.

O kul rozmnazaniu

Paradoks Banacha—Tarskiego (1924 r.). Kule mozna rozlozyé na skoriczenie
wiele czesci, z ktorych da sie zbudowac dwie takie same kule.

Rozklad w uzywanym tu sensie to dowolny podziatl figury na rozlaczne czedci
(niekoniecznie ma ich by¢ skonczenie wiele). Dopuszczamy zatem czesci

o dowolnie dziwnych ksztaltach, na przyklad jednopunktowe lub niemierzalne.
Jedli figure A mozemy roztozyé w tym sensie na czesci, z ktérych nastepnie
mozna zlozy¢ figure B, to méwimy, ze A i B sa réownowazne przez rozklad

i oznaczamy to A ~ B. Nietrudno sprawdzi¢, ze rzeczywiscie jest to relacja
rownowaznosci. Okazuje sig, ze takie podzialy nie musza zachowywaé¢ miar figur
i stad wladnie biora sie pozorne paradoksy, a dokladniej méwiac, fakty sprzeczne
7 nasza intuicja.

Zbiér E jest paradoksalny, jeSli zawiera roztaczne podzbiory A, B takie, ze

A ~ F oraz B ~ FE, czyli, méwigc obrazowo, jesli z pewnych dwdéch roztgcznych
czesci zbioru mozemy zbudowaé dwie jego pelnowartosciowe kopie. Chodzi wiec
o takie rozklady, ktére sa sprzeczne z nasza intuicja dotyczaca pola lub objetosci.
W dalszej czesci tekstu rozwazamy tylko rozklady skonczone.

Po wyjasnieniu, na czym polega problem, kolej na wskazanie narzedzi — beda
wlasciwie dwa: latanie dziur i grupa wolna.

Latanie dziur pokazemy na przyktadzie dziury w okregu. Roztozymy okrag S!
bez punktu na dwie czeéci, zastosujemy do nich odpowiednio dobrane obroty

i w rezultacie uzyskamy caty okrag. Niech T bedzie brakujacym punktem
okregu, ¢ zas$ niech bedzie obrotem wokol srodka o ustalony kat niewspéhmierny
z 2m. Woéwezas ciag o(T), 0?(T), p*(T),... € St jest nieskoriczony i sa to rézne
punkty. Niech to bedzie pierwszy z naszych dwéch zbioréw, a pozostala czesé
okregu niech bedzie drugim. Zauwazmy, ze obrét w przeciwna strone o ten sam
kat, czyli ¢!, przeprowadza powyzszy ciag na ciag T, o(T), 9*(T), . .., a wiec
pozwala zalataé dziurke. Pozostala cze$é okregu jest nieruchoma (to tez obrot).
Stad St ~ ST\ {T}.

Grupa wolna F» o dwoch generatorach a i b to zbiér stéw (czyli skoniczonych
ciagéw znakéw) nad alfabetem a,b,a=!,b~!, zredukowanych (czyli bez fragmentéw
postaci zx~1), z elementem neutralnym e (stowo puste), bez relacji (dwa
zredukowane stowa o réznym zapisie sa rézne) i z dzialaniem konkatenacji
(dopisywania). Zauwazmy, ze poniewaz rozpatrujemy tylko stowa skorniczone,
grupa F5 ma przeliczalnie wiele elementéw. Rysuje sie je czesto jako wierzchotki
grafu (rysunek). Taki graf nie ma cykli, poniewaz w grupie wolnej nie ma relacji.

Niech S(z) oznacza zbiér stéw zaczynajacych sie litera .
Zauwazmy, ze Fy jest rozlaczng suma

{e}uS(a)USH)US@HusSm™™).
Jednoczesnie

Fy=S(a)UaS(a™") oraz F,=S{b)UbS(b™1).

Grupa wolna F, jest zatem paradoksalna (dopisanie
stowa na poczatku drugiego stowa to dzialanie grupy F»
na zbiorze swoich elementéw).

Wolng podgrupe F> mozemy znalezé w grupie Gg

izometrii przestrzeni trojwymiarowej. Konkretnie,
niech o bedzie katem dwusciennym czworoscianu
foremnego, czyli a = arccos (%) Niech a oraz b beda
obrotami R? o kat a w odpowiednio dobranym kierunku
i odpowiednio wokét osi x oraz z. Mozna sprawdzié, ze

takie a i b generuja grupe wolna Fb.

Od grupy do zbioru. Umiemy wykazaé, ze Fs jest
paradoksalna i umiemy wskazaé podgrupe Gs izomorficzng
z F5. Docelowo chcielibysmy jednak skonstruowadé nie
grupe, lecz zbiér paradoksalny.



Pewnik wyboru (przyjmowany
aksjomatycznie w teorii mnogosci)
gwarantuje istnienie zbioru (zwanego
selektorem), do ktérego nalezy dokladnie
po jednym elemencie z kazdego zbioru
danej rodziny niepustych zbioréw
roztacznych.

Kazdy zapewne juz dostrzegl, ze zupelnie
w ten sam sposéb mozna wykazaé, ze cala
przestrzeri R? jest paradoksalna.

Wigcej wysitku wymaga wykazanie, ze nie
tylko kula jest réwnowazna przez rozktad
z dwiema takimi samymi kulami, lecz
takze, ze mozna rozciaé¢ kule na pieé
czesci, ktére po przemieszczeniu ulozag sig
w dwie kule identyczne z pierwsza.

Ogélniejszy wynik glosi, ze réwnowazne
przez rozktad sg dowolne dwa ograniczone
podzbiory R® o niepustym wnetrzu.

Dowéd twierdzenia Chaslesa mozna
znalezé np. w Delcie 11/2015.

Okazuje sie, ze paradoksalnosé grupy daje sie przenies¢ na zbior, na ktorym ta
grupa dziala. PrzedledZzmy te ogoélna prawidlowos¢ na przykladzie dziatania
grupy F» C G na sfere S? (o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych)

z wylaczonym zbiorem D tych punktéw, w ktorych osie obrotéw, z jakich sie
sklada F5, przebijaja te sfere.

S2\ D rozpada sie na orbity przy dzialaniu Fy. Wybierzmy (tu dziata pewnik
wyboru i bez niego ani rusz) zbiér M reprezentantéw tych orbit i zastosujmy
do niego grupe F,. Zauwazmy, ze tak otrzymane przeliczalnie wiele rozlacznych
obrazéw zbioru M daje w sumie cate S? \ D. Odpowiednio je grupujac

i przemieszczajac, uzyskujemy paradoksalny rozktad S2\ D.

Grupa wolna juz swoja role odegrala, pora na latanie dziur. Jak juz
zauwazylidémy, grupa Fy jest przeliczalna, a kazda os$ obrotu przebija sfere
w dwdch punktach, stad zbidr D réwniez jest przeliczalny. Stosujac opisana
wyzej metode latania dziur, mozna wykazaé, ze 5%\ D ~ S2.

Dokonczenie dowodu paradoksu Banacha—Tarskiego. Wiemy juz, ze
dla odpowiednio dobranego zbioru D zbiér S? \ D jest paradoksalny, oraz ze
S2\ D ~ S2. Poniewaz zbiér réwnowazny ze zbiorem paradoksalnym tez jest
paradoksalny, wiec sfera jest paradoksalna.

Zauwazmy, ze kula bez srodka to ,cebulka” zlozona ze sfer wspotérodkowych.
Skoro kazda z nich jest paradoksalna, to kula bez $rodka réwniez jest
paradoksalna (bo punkty kazdego promienia mozemy skleié i przemieszczad
wspolnie).

Wezmy teraz dowolny okrag przechodzacy przez srodek kuli T' i calkowicie

w niej zawarty. Wiemy, ze S ~ S\ {T'}, zatem umiemy zalataé¢ dziurke, czyli
kula bez $rodka jest réwnowazna calej kuli. A to koticzy dowdd, ze kula jest
paradoksalna.

O tym, ze powyzsza metoda nie mozna uzyska¢ analogicznych paradoksalnych
rozkladéw w R! ani w R? latwo sie przekonaé, sprawdzajac, ze I, nie jest
podgrupa grupy G izometrii prostej ani grupy Go izometrii plaszczyzny.
Przyjrzyjmy sie doktadniej, dlaczego tak jest.

Izometrie prostej to przesuniecia i symetrie wzgledem punktu. Wobec tego
kwadrat kazdej izometrii jest przesunigciem, przesuniecia za$ sa przemienne.
Stad dla dowolnych dwéch izometrii g, h zachodzi relacja ¢?h?g~2h~2 = id, czyli
w (1 nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.

Na ptlaszczyznie kazda izometria jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii
osiowych (twierdzenie Chaslesa). Wynika z tego, ze kwadraty elementéw Go

to izometrie parzyste, a wiec przesuniecia lub obroty. Wobec tego dla dowolnych
dwéch izometrii g, h, zlozenia g?h?g~2h~2 oraz g?h~2¢g~2h? sa przesunieciami
(bo katy ewentualnych obrotéw sie redukuja). Przesuniecia sa przemienne, zatem

(92h2g2h~2)(g2h~2g~2h2) (g2 h2g2h~2) "L (g2h 2 2h2) L = id,
co po uproszczeniu daje relacje
Ph2g 2 h 2?29 2t g2 h 2 2 h 2P h2 g = id,
czyli w G5 takze nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.
Ale innej metody na znalezienie paradoksalnych rozkladéw w R! i R? nie ma,
albowiem Stefan Banach udowodnil, ze podane wyzej tozsamosci pociagaja

za soba istnienie miary uniwersalnej, czyli mierzacej wszystkie zbiory i bedacej
rozszerzeniem zwyklego mierzenia dlugosci czy pola.

Bo przeciez zbiory paradoksalne nie moga mie¢ miary w zwyklym sensie, o czym,
jak sadze, nikogo przekonywacé nie trzeba.

Jest to streszczenie skrétu swietnego zapisu znakomitego odezytu Joanny JASZUNSKIEJ

na XXXVII Szkole Matematyki Poglgdowej.

Obszerniejszq wersje mozna znaleZé na stronie www.msn.uph.edu.pl/smp/?strona=msn
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