Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
725 (WT = 1,86) i 726 (WT = 2,00)
z numeru 9/2016

Tomasz Wietecha Tarnéw 45,97
Witold Bednarek Lodz 40,72
Zbigniew Skalik Wroctaw 39,62
Roksana Stowik Knuréw 38,41

Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08

Tomasz Wietecha — w lidze fizycznej

i matematycznej (lacznie) nie ma sobie
réwnych. W samej matematycznej wlasnie
ukonczyl jedenaste okrazenie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osé6b,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 739, 740

Redaguje Marcin E. KUCZMA

739. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R o nastepujacych wlasnosciach:

o [fl@)—fWl<|e—yl dlazyek;

e dla kazdej liczby a € R ciag (z,,) okre$lony wzorami zo = a, x, = f(z,—1)
(dlan=1,2,3,...) jest ciagiem arytmetycznym.

740. Obliczy¢ kres dolny wartodci sumy
x Y z
y2+22+22+x2+x2+y2’
gdy x, y, 2 moga by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi, spetniajacymi warunek
r+y+z=1

Zadanie 740 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadan z numeru 12/2016

Przypominamy tresé zadan:

731. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych réznych od
zera, przyjmujace wartosci w tym samym zbiorze, i spelniajace réwnanie funkcyjne

f (wy flz+ y)) =f(z)+ f(y)
dla kazdej pary liczb z,y # 0 takiej, ze = + y # 0.
732. Ciag liczb naturalnych ag, a1, az, ... jest okre§lony wzorem rekurencyjnym: a,4i = 29" — 1;
wyraz poczatkowy ag jest liczbg pierwszg. Dowiesé, ze dla kazdego n réznica an41 — 1 jest
podzielna przez a,.
731. Ustalmy liczbe rzeczywista a # 0 1 przyjmijmy b = 1/ f(a). Zalézmy, ze
a # b. Mozemy wowczas podstawi¢ w podanym rownaniu z =b, y =a — b
(bo z,y # 0), otrzymujac zwiazek

f(bla—0b)f(a)) = f(b) + fla—b).
Ale bf(a) = 1, wiec liczba po lewej stronie jest réwna f(a — b). Prawa strona ma
inng warto$é, skoro f(b) # 0 (wartosci funkcji f sa z zalozenia niezerowe).

Sprzecznosé dowodzi, ze a = b, czyli f(a) = 1/a. Wobec dowolnosci liczby a # 0
znaczy to, ze funkcja f jest dana wzorem f(z) = 1/x dla wszystkich = # 0.
Sprawdzenie, ze ta funkcja spelnia zadane réwnanie, jest natychmiastowe. Jest
ona zatem jedynym rozwigzaniem tego réwnania.

732. Teza zadania: a,4+1 =1 (mod a,) — po wprowadzeniu okreslenia
liczby @y, 41 i dodaniu stronami jedynki — ma postac
(%) 29 =2 (mod ay).
Liczba ag jest pierwsza, wiec (x) zachodzi dla n = 0 (male twierdzenie Fermata).
Dalej indukcja: przyjmijmy stusznosé () dla pewnego n > 0; istnieje zatem
liczba k € N, dla ktérej 2" =2 + ka,. Odejmujemy stronami jedynke i mamy
ant1 = 1+ ka,. Z okredlenia a, 11 wynika ponadto, ze 2% =1 (mod a,11)-
Tak wiec

20n+1 — 9. gkan — 2(2“")k =2 (mod an41).
Uzyskali$my zalezno$é¢ (x) z n zastapionym przez n + 1. To koticzy dowdd
indukcyjny.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2017

Zadania z fizyki nr 636, 637
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

636. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 mamy gy > ;. Jaki tadunek
przeplynie przez zrédlo o sile elektromotorycznej €p po zamknieciu klucza K7
Zakladamy, ze opér omowy cewki i opory wewnetrzne zrédel sa réwne zeru.
Dioda jest idealna, czyli jej opor w kierunku przewodzenia wynosi zero,

a w kierunku przeciwnym jest nieskonczenie wielki. Przed zamknieciem klucza
kondensator byt nienatadowany.

637. Mala metalowa kulka o masie m, zawieszona na niewazkiej przewodzacej
nici o dtugosci [, wykonuje male drgania z amplituda katowa oy w plaszczyznie
pionowej, w jednorodnym polu magnetycznym o indukeji B (rys. 2). Linie pola
magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny drgan wahadla. Gdy wahadlo
przechodzi przez polozenie réwnowagi, podlaczony zostaje do niego za pomoca
cienkich, wiotkich przewodéw kondensator o pojemnosci c. Czas kontaktu jest
bardzo krotki i mozna przyjac¢, ze w tym czasie kondensator zostaje calkowicie
naladowany. Znalez¢ nowa amplitude katowa drgan wahadta.

Rozwigzania zadai z numeru 12/2016

Przypominamy tresé zadan:

628. Rura o promieniu r zakopana jest do polowy w ziemi (rys. 3). Z jaka minimalna predkoscia
powinna odbi¢ si¢ od ziemi zaba, ktéra chce przeskoczy¢ przez te rure?

629. Kondensator natadowano do napiecia Uy i po odlgczeniu od Zrédla napiecia podiaczono do
niego opornik. W pewnym przedziale czasu na oporniku wydzielita si¢ w postaci ciepta energia W7y,
a w nastepnym takim samym przedziale czasu energia Ws. Znalezé pojemnosé kondensatora.

628. Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawaé, ze tor lotu zaby powinien by¢
styczny do rury w jej najwyzszym punkcie. Rozwazmy jednak tor symetryczny
wzgledem osi pionowej przechodzacej przez srodek rury i styczny do niej

w dwoch punktach. Niech predkosé v zaby w punkcie stycznosci tworzy

z poziomem kat « (rys. 4). Z réwnan ruchu dla rzutu uko$nego otrzymujemy

. gr . . .
zwigzek v? = ——. Zasada zachowania energii ma postaé
cos o

Lw% = —va + mgr cos «
2 - 2 g 9
gdzie vg jest predkoscia zaby w chwili odbicia. Aby znalez¢ jej wartosé

minimalng, musimy odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakiego kata « funkcja

(\/5 CcoS a) 2 +1
2v/2 cos a

ma minimum. W tym celu wystarczy obliczy¢ jej pochodna i przyrownac ja
do zera. Mozemy tez skorzystaé¢ z nieréwnosci (a — b)? > 0 i wynikajacej z niej
a® + b?

2ab
minimalna predkoéé zaby wynosi vomin = v/2v/2gr. Dla kata o = 0, gdy tor zaby
styka sie¢ w najwyzszym punkcie z rura, vg = 1/3gr.

1
E(a) = mgr (cosa + ) = mgrv/2
2cos o

> 1. Widzimy, Ze energia jest minimalna, gdy v/2 cosa = 1. Szukana

629. Z zasady zachowania energii mamy zwiazek
Us Ut

:W R
2c 1+20’

gdzie U; jest napieciem na kondensatorze po uplywie czasu t. Gdy kondensator
roztadowuje sie przez opornik, natezenie pradu maleje wykladniczo w czasie

[=UJR = (er%i)/R.
Moc chwilowa jest iloczynem kwadratu napiecia poczatkowego i funkcji czasu,

zatem stosunek energii wydzielonych na oporniku w jednakowych przedziatach
czasowych jest proporcjonalny do kwadratéow napieé¢ poczatkowych

W1/Wo = UZ/U?. Szukana pojemnosé kondensatora wynosi
- 2WE
TR (Wr —Wa)'
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