Informatyczny kacik olimpijski (104): Obcy

W tym odcinku prezentujemy najtrudniejsze zadanie
z zeszlorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej.

Nad obcg planeta ma przelecie¢ statek badawczy, ktérego
zatoga chce sfotografowaé interesujace obszary planety.

Na powierzchnie planety naniesiono kwadratowsa siatke

o rozmiarach m x m podzielong na pola rozmiaru 1 x 1. Statek
badawczy bedzie poruszaé sie nad gidwng przekatng tej siatki,
to znaczy od lewego gérnego do prawego dolnego rogu. Kazde
wykonane zdjecie obejmie kwadratowy obszar, ktory sktada
sie z pewnej liczby caltych pél i ktérego przekatna lezy na
gtéwnej przekatnej catej siatki. Na potrzeby opisu kazdy taki
kwadratowy obszar nazwiemy poprawnym kwadratem.

Danych jest n interesujgcych pél. Naszym celem jest tak
zaplanowaé¢ wykonanie k zdjeé, by kazde interesujace pole
zostalo sfotografowane. Dodatkowo naszym celem jest
zminimalizowanie kosztu rozwiazania, za ktory przyjmujemy
taczna liczbe sfotografowanych pdl, przy czym wielokrotnie
sfotografowane pola liczymy tylko raz. Wartosci n, m i k sa
rzedu 100 000.

Zacznijmy od prostego spostrzezenia. Rozwazmy pewne
interesujace pole r i najmniejszy poprawny kwadrat ¢, ktory
je zawiera. Wowczas poprawne kwadraty zawierajace pole r
to doktadnie te, ktérych gltéwna przekatna zawiera gtéwna
przekatna ¢.

Dzieki takiemu spojrzeniu nasz problem staje sie poniekad
jednowymiarowy. Kazde interesujace pole wyznacza pewien
przedzial na prostej zawierajacej gléwna przekatna siatki.
tacznie danych jest n takich przedziatéw. Naszym celem
jest zaznaczenie k odcinkéw na tej prostej (kazdy odcinek
wyznacza jeden sfotografowany obszar) w taki sposéb, by
kazdy przedzial byl w pelni zawarty w jednym z odcinkéw.
Technicznie rzecz biorac, przedzial i odcinek na prostej to
to samo, jednak dla jednoznacznosci dane odcinki bedziemy
nazywaé przedzialami. Nieco trudniej wyrazi¢ w tym jezyku
warto$¢, ktora powinnismy zminimalizowaé — do tego
problemu wrécimy za chwile.

Zauwazmy teraz, ze jesli jeden z danych przedziatéow x
zawiera si¢ w innym przedziale y, przedzial x mozemy usunaé
z danych wejsciowych. Usuwamy wiec zbedne przedziaty,

a nastepnie sortujemy pozostale przedzialty rosnaco wzgledem
ich lewych koncéw. Dzigki wykonaniu pierwszego kroku
przedziaty beda posortowane réwniez wzgledem swoich
prawych koncéw.

Teraz czas na pierwsze rozwiazanie zadania. Oznaczmy lewe
konce przedzialéw przez l1,...,l, a prawe przez pi,...,Dn-
Skorzystamy z metody programowania dynamicznego.
Oznaczmy przez d[i][j] minimalny koszt pokrycia pierwszych
i przedzialéw za pomoca j odcinkéw.

Zastanéowmy sie, jak skonstruowane jest rozwigzanie
odpowiadajace wartosci d[i][j]. Pokrywamy ¢ pierwszych
przedzialéw (dla pewnego ¢) za pomoca j — 1 odcinkéw,

a przedzialy od ¢ + 1 do ¢ musimy pokry¢ osobnym odcinkiem.

Wartos¢ g jest, oczywiscie, dobrana tak, by zminimalizowaé
koszt. Stad, dla j > 1 otrzymujemy

dli]lj] = min dls][j = 1]+ (ps = lg1)” = max(0, (g — Ly11)");

gdzie ostatni sktadnik odpowiada za odjecie pdl
sfotografowanych wielokrotnie. Poza tym przyjmujemy
d[0][0] = 0, d[¢][0] = co dla i > 0 oraz pg = l;. Za pomocy
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tego wzoru mozemy wyznaczyé warto$é d[n][k] i gotowe.
Problem w tym, ze to rozwigzanie dziata zdecydowanie zbyt
wolno. W szczegdlnosci, jesli minimum obliczaé bedziemy

w czasie liniowym od i, to otrzymamy rozwiazanie dziatajace
w czasie ©(n’k).

Obliczanie minimum w podanym wzorze mozna jednak
zrealizowaé znacznie szybciej. Rozwazmy nastepujacy
problem. Dany jest zbiér funkcji liniowych, w ktérym g-ta
funkcja opisana jest wzorem y = aq - + by (wartosci a, oraz
by sa dane). Naszym zadaniem jest zbudowanie struktury
danych, ktéra pozwoli oblicza¢ minimum tych funkcji

w kazdym punkcie. Innymi stowy, zadaniem struktury danych
jest obliczenie wartosci funkcji h(x) = ming aq -  + by dla
podanej wartoéci x. Ponadto struktura powinna pozwala¢ na
dodawanie nowych funkcji do zbioru.

Zastanéwmy sie najpierw, jakie dane powinna przechowywaé
struktura danych. Spdjrzmy na rysunek 1, gdzie
przedstawiono kilka przyktadowych funkcji i wyznaczong,
przez nie funkcje h. Wykres funkcji h sktada si¢ z pewnej
liczby fragmentow, gdzie kazdy fragment to odcinek,
polprosta lub prosta (w przypadku, gdy mamy tylko jeden
fragment). Kazdy fragment lezy na jednej z prostych ze
zbioru: kolejne (od lewej) fragmenty lezg na prostych o coraz
mniejszych warto$ciach wspotczynnika a;.

Aby reprezentowaé¢ wykres funkcji h, struktura danych
pamieta liste L kolejnych fragmentéw (od lewej do

prawej). Naturalny sposéb reprezentacji polega na opisaniu
kazdego fragmentu przez punkty na jego konicach, jednak
nie polecamy tego podejscia. Wymaga ono specjalnego
traktowania fragmentéw bedacych prostymi i potprostymi
oraz odpowiedniej reprezentacji liczb wymiernych. Znacznie
tatwiej pamietaé liste prostych L = Pi,..., P, ktére
wyznaczaja kolejne fragmenty tworzace wykres h. Kazda
prosta reprezentujemy tutaj przez pare liczb (a;, b;). Méwiac
konkretniej, lista (a1, b1), (a2, b2), (a3, bs) oznacza, ze wykres
funkcji h przebiega najpierw po prostej y = a1 -« + b1,
nastepnie po y = a2 - & + b2 1 wreszcie po y = asz - © + bs3.

Co ciekawe, nie musimy tu wcale pamietaé, na jakim
przedziale wykres h pokrywa si¢ z kazda z prostych — to
mozemy oblicza¢ w miare potrzeby. Korzystamy tu z faktu,
ze prosta P; pokrywa sie z wykresem h od punktu, w ktérym
P;_1 przecina si¢ z P;, az do punktu, w ktérym P; przecina
sie z Pi41.

Aby obliczy¢ wartos$é h(x), skorzystamy z wyszukiwania
binarnego elementéw listy L. Chcemy na tej liScie znalezé
prosta Pj, ktéra w punkcie x pokrywa si¢ z wykresem
funkcji h. Aby zrealizowaé¢ wyszukiwanie binarne, musimy
umie¢ dla kazdej prostej P; szybko stwierdzié, czy jej indeks ¢
jest mniejszy, réwny, czy tez wiekszy od j. To potrafimy
rozstrzygnaé bez trudu. Jedli, na przyklad, i > 1 oraz
pierwsza wspélrzedna punktu przecigcia prostych P;_1

i P; jest wigksza od z, wnioskujemy, ze j < i. Analogicznie
mozemy rozpoznaé pozostale przypadki. Co wazne, przy
naszej reprezentacji potrzebne warunki mozemy sprawdzic,
wykonujac jedynie operacje na liczbach catkowitych, o ile
tylko odpowiednio przeksztalcimy niezbedne wzory. Tym
samym obliczenie wartosci h(x) zrealizowa¢ mozemy w czasie
O(logn), gdzie n to liczba funkcji liniowych w zbiorze.

Pozostaje powiedzieé, jak dodawaé nowe proste do
zbioru. Rozwazymy tu nieco uproszczony przypadek, gdy



rozpoczynamy od pustego zbioru prostych i nastepnie
dodajemy proste o coraz mniejszych wspotczynnikach
kierunkowych, tj. kolejno dodawane proste sa ,,coraz bardziej
pochylone w prawo”. Jak sie pdzniej okaze, taka wlasnosé
beda mialy proste, ktére bedziemy dodawaé¢ do zbioru, gdy
wykorzystamy strukture danych do rozwigzania naszego
zadania.

Spéjrzmy na rysunek 2, ktéry pokazuje, jak zmienia sig
wykres funkcji h po dodaniu nowej prostej do zbioru. Aby
zaktualizowaé liste L, musimy najpierw usunaé pewng liczbe
prostych z konca listy L, a nastepnie dopisa¢ na jej konicu
wlasnie dodana prosta.

Usuwanie prostych latwo zrealizowaé w petli, powtarzajac
nastepujacy krok. Jesli punkt przeciecia dodawanej prostej

z przedostatnia prosta na licie L lezy na lewo od punktu
przeciecia przedostatniej i ostatniej prostej z listy L,
usuwamy ostatnia prosta z listy L (patrz rysunek 3).

W przeciwnym razie konczymy petle i dopisujemy dodawana,
prosta na koncu listy L. Dodanie jednej prostej do zbioru
moze spowodowaé usuniecie wielu prostych z listy L.
Niemniej jednak kazda prosta zostaje dopisana do listy L raz
i moze by¢ z niej usunieta co najwyzej jednokrotnie. Wobec
tego taczny czas potrzebny na aktualizacje listy L w trakcie
dodawania n prostych do poczatkowo pustego zbioru wynosi
O(n). Na tym koriczymy opis pomocniczej struktury danych.

Pokazemy teraz, jak wykorzystaé¢ powyzsza strukture danych
do rozwigzania oryginalnego zadania. Problematycznym
elementem wzoru na d[i][j] moze si¢ wydawaé funkcja
kwadratowa, jednak to tylko pozorna trudnos¢. Zmienmy
nieco wzdr na d[¢][j]:
dli]ls] = min dlq]lj = 1]+ i = 2p: by + I -
— (max(0, (pg — lg+1)))°
=pi + min pi(=2lg41) +dlg)lj — 1] + 51—
0<qg<i

— (max(0, (pg — lg11)))?
Oznaczmy aq = —2l441 oraz
bg = dlg][j — 1] + lg41 — (max(0, (pg — lg+1)))*.
Przy takich oznaczeniach mamy
d[i][j] = p; + min ag - pi + by
0<g<i

co pozwala nam skorzystaé z opisanej powyzej struktury
danych. W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie dziatajace
w czasie O(nklogn). To juz lepiej, jednak brakuje nam jeszcze
jednego kroku.

Gléwna przeszkode na drodze do efektywnego rozwiazania
stanowi sztywne ograniczenie na liczbe zdjeé, ktére mozna
wykonaé¢. Przyjmijmy na chwile, ze zadanie sformulowane
jest nieco inaczej, a mianowicie wykonanie kazdego zdjecia
wiaze sie z kosztem c. W tej sytuacji nie potrzebujemy juz
tablicy dwuwymiarowej. Oznaczmy przez d[i] minimalny
koszt rozwiazania pokrywajacego pierwsze i przedzialéw.
Modyfikujac poprzedni wzér, otrzymujemy:

dfi] = min d[s] + (pi — ls+1)® = (max(0, (ps — ls+1)))* + c.

| |
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Teraz wystarczy uzy¢ algorytmu analogicznego do tego
powyzej. Do obliczenia mamy jednak jedynie n wartosci,
dlatego poszukiwang warto$¢ d[n] obliczy¢ mozemy w czasie
O(nlogn) i, jak si¢ za chwile okaze, przyda sie to nam do
zaprezentowania ostatecznego rozwiazania.

Wréémy do pierwotnego problemu i oznaczmy przez f(x)
minimalny koszt rozwigzania, w ktérym wykonujemy
doktadnie z zdjeé. Naszym zadaniem jest wyznaczenie
wartoscei f(k). Klucz do rozwigzania stanowi wypuklosé
funkcji f. Oznacza to tyle, ze przez kazdy punkt wykresu f
mozna poprowadzi¢ taka prosta [, by caly wykres znalazt

sie ponad prosta [ lub na niej. Mozemy tez spojrze¢ na

te wlasnosé od innej strony: zwigkszanie limitu zdjeé k
zmniejsza koszt rozwiazania, jednak zysk z kazdego kolejnego
dodatkowego zdjecia jest coraz mniejszy. Dowdd tej wlasnosci
jest dosy¢ skomplikowany i techniczny (a przynajmniej
dow6d znany autorowi tego tekstu), dlatego nie bedziemy

go tu podawaé. Czytelnikom, ktérzy chcieliby zdoby¢
cho¢by minimalne przekonanie o prawdziwoéci tej wlasnosci,
polecamy wykonanie kilku eksperymentéw na kartce.

Algorytm opiszemy nietypowo, zaczynajac od graficznej
interpretacji jego dziatania (patrz rysunek 4). Naszym celem
jest wyznaczenie wartosci f(k). Na poczatku rysujemy
wykres funkcji f. Nastepnie rysujemy prosta [ ponizej
wykresu f i przesuwamy [ do géry (zachowujac jej nachylenie)
do momentu, gdy dotknie ona wykresu f, tj. napotka pewien
punkt (k', f(k’)). Naszym celem jest tak dobra¢ nachylenie
prostej [, by trafi¢ w punkt (k, f(k)). Wypuklos¢ funkcji f
pozwala nam zastosowaé wyszukiwanie binarne. Jesli prosta [
trafia w punkt (K, f(k")) i K" > k, z wypuklodci funkcji f
wiemy, ze jej wspdtezynnik kierunkowy (wyznaczajacy
nachylenie) jest zbyt duzy. W przeciwnym razie (k' < k)
wspotezynnik jest za maly. Dzigki temu w O(logm) iteracjach
takiego algorytmu mozemy znalezé wspélczynnik kierunkowy,
dla ktérego prosta I trafi w (k, f(k)).

Pozostaje powiedzieé, jak zrealizowaé¢ jedng iteracje
powyzszego algorytmu. Rozwazmy prosta o réwnaniu

y = a - x + b i ustalmy nachylenie tej prostej, czyli wartos¢
wspoélczynnika kierunkowego a. Wowczas szukamy
najmniejszej wartosci b, dla ktorej prosta przechodzi

przez pewien punkt (k' f(k')), czylix =k ay = f(k').
Innymi stowy, szukamy najmniejszej wartosci b, dla ktérej
f(K')y =a-k + b dla pewnego k’. To z kolei jest réwnowazne
ze znalezieniem minimum funkcji g(z) = f(z) —a - z.

Przyjrzyjmy si¢ blizej funkcji g. Wartos$é g(z) oznacza koszt
rozwigzania uzywajacego x kwadratéw pomniejszony o a - x.
Zatem minimum g to koszt optymalnego rozwiazania, jesli
wykonanie kazdego zdjecia kosztuje nas —a. Koszt ten,
jak przed chwila pokazaliémy, potrafimy obliczy¢ w czasie
O(nlogn), co daje nam rozwiagzanie zadania w czasie
O(nlognlogm).
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