Problem Stopu

Tak zwany Problem Stopu to problem decyzyjny, ktérego wejsciem jest
jaki$ program @ i jakie$ dane D, a ktérego rozwiazaniem (wyjsciem) jest
stwierdzenie, czy program () uruchomiony na danych D zakoticzy swoje
dzialania w skonczonym czasie.

Twierdzenie. Problem Stopu jest nierozstrzygalny.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze Problem Stopu jest rozstrzygalny, a wiec, ze
istnieje program P(Q,D), ktéry zawsze (a wiec w skonczonym czasie dla kazdych
danych) rozstrzyga Problem Stopu. Rozwazmy teraz nastepujacy program P?,
ktérego wejsciem jest jakis inny program X:

boolean P’ (program X)

{
if (P(X, X))
{ while (true) do {}; } //wymuszamy petlenie sie
else
{ return true; }
}

Bedziemy si¢ zastanawiaé, czy wykonanie P’ (P’) zatrzyma sie, czy nie.

Najpierw zalézmy, ze sie zatrzyma. Wtedy oczywiscie (z definicji P)
P(P’,P’) zwraca true. Jednak wéwczas z kodu programu P’ (spéjrzmy na
warunek po if) wynika, ze P’ (P?) sie petli w nieskoniczono$¢. Sprzecznosé.

Z drugiej strony: zal6zmy, ze P’ (P?) sig¢ nie zatrzyma. To jednak (znéw
analizujemy kod P’) implikuje, ze P(P’,P’) zwraca true, ale to przeciez
oznacza, ze P’ (P?) sie zatrzymuje. Ponownie uzyskaliSmy sprzecznosé, co konczy
dowod. |

Tomasz KAZANA

Indukcja pozaskonczona

Indukcja pozaskonczona wykorzystywana jest w dowodach istnienia réznych
obiektéw matematycznych. Gléwna czescia tego typu dowodu jest definicja
indukeyjna (inaczej: rekurencyjna) funkcji.

Definicje funkcji przez indukcje pozaskoriczona sa uogdlnieniem rekurencyjnych
definicji ciagéw. Rekurencyjna definicja ciagu (a,,) sklada sie z okreslenia
wyrazu ag (lub kilku poczatkowych wyrazéw) tego ciagu, a nastepnie pokazania,
w jaki sposob kazdy kolejny wyraz a, (n > 0) zalezy od wyrazéw wezesniejszych
a;, © < n. Taka strukture ma nastepujaca definicja indukcyjna ciggu Fibonacciego:
ag=a1 =1, ap = an—1 + an—s dla n > 1. Jest intuicyjnie oczywiste, ze powyzsza
definicja w jednoznaczny sposéb definiuje ciag: 1,1,2,3,5,8,13,21,...

W nastepnym przykladzie definicja indukcyjna pewnego ciagu postuzy nam
do dowodu istnienia funkcji f ze zbioru liczb wymiernych w liczby wymierne
(oznaczane przez Q), ktéra liczby wymierne kazdego przedziatu (s, t), gdzie
s,t € Q1is <t, przeksztalca na caty zbior Q. Zatem funkcja f ma mieé¢ te
wlasno$¢, ze dla kazdej trojki liczb wymiernych (s, t,q), gdzie s < t (oznaczmy
zbidr wszystkich takich tréjek przez T'), istnieje taka liczba p € (s,t) N Q, ze
fp)=4q.

Skorzystamy z tego, ze T jest zbiorem przeliczalnym, czyli takim, ktérego
elementy mozna ponumerowa¢ liczbami naturalnymi. Innymi stowy, istnieje
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Rozwigzanie zadania F 925.

Kazdy foton odbity od ptytki dostarcza
jej ped réwny Ap = p1 — p2, gdzie p; to
ped fotonu padajacego, a ps — ped fotonu
odbitego. Dla powierzchni doskonale
odbijajacej pedy p1 i p2 maja t¢ sama
warto$¢ pi, ale réznig sie zwrotem, stad
zmiana pedu plytki wynosi Ap = 2p;.
Energia W padajacych na ptytke w ciggu
1 s fotonéw jest z definicji réwna
padajacej na plytke mocy S. Poniewaz
ped p fotonu wigze si¢ z jego energia W
wzorem p = W /c, gdzie ¢ to predkosé
$wiatla, wiec suma pedéw fotondéw
padajacych na plytke w czasie 1 s wynosi
S/c, a ped uzyskany przez plytke w ciagu
1 s wynosi 25/c. Zmiana pedu ptytki

w ciggu 1 s, na mocy drugiej zasady
dynamiki, jest réwna dziatajacej sile, wiec
F = 2S/c. Poniewaz wychylenie wahadta
wigze si¢ z silag wzorem tga = mg/F,
znajdujemy, ze potrzebna moc to
S=m-g-tga-c/2 (przyjeliSmy, ze dla
a = 1° kat padania wigzki nie

zmienia si¢). Po podstawieniu danych
liczbowych otrzymujemy S = 300 W. Dla
wiazki §wiatla laserowego o $rednicy

1 mm daje to gesto$¢ mocy okoto

40 kVV/cm27 czyli z zakresu gestosci mocy
stosowanych w technologiach cigcia

i spawania metali.

@

Rozwigzanie zadania F 926.

Przy zanurzeniu na szukang gteboko$é H
$rednia gesto$é nurka powinna by¢ réwna
gestosci wody, a wigc jego objetosé
powinna byé réwna m/p = 80 1, gdzie

0 = 10% kg/m?® to gestosé wody.
Zmniejszenie objetosci ciala o wielkosé
Av =V —m/p = 2 nastapi — praktycznie
biorgc — tylko w efekcie sprezenia
powietrza w plucach, ktérego objetosé
zmaleje do v — Av = 3 1. Przyjmujac, ze

sprezenie nastepuje w stalej temperaturze,

mozna zastosowaé prawo
Boyle’a—Mariotte’a:

pov = (po + 0gH)(v — Av),
gdzie pp = 10° Pa to ciénienie
atmosferyczne. Stad otrzymujemy, ze
nurek moze wyplynaé, nie wykonujac
zadnych ruchéw, z glebokosci nieco
mniejszej od

Av
o=re. -
g v—Av
Po oV —m

g m—o(V—-uv)

ciag tréjek (sn,tn,qn), gdzie n € N, ktdrego zbiorem wyrazéw jest T. Za jego
pomoca indukcyjnie zdefiniujemy ciag (p,,) taki, ze p, € (sp,t,) N Q oraz p, # pm
dla wszystkich n,m € N, o ile n # m. Mianowicie, okreslamy najpierw pg jako
dowolna liczbe wymierna z przedziatu (so, o) (np. po = WFTSO) Nastepnie, jesli
n > 01 dane sa juz wyrazy p; dla ¢ < n, to definiujemy p,, jako jedna z tych
liczb wymiernych przedziatu (s,,t,), ktére sa rézne od kazdego p; dla i < n.
Wybér p, jest mozliwy, poniewaz w kazdym niepustym przedziale otwartym jest
nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

Majac dany ciag (p,), okreslamy funkcje f na wszystkich jego wyrazach jako
f(pn) = ¢, dla n € N. To gwarantuje, ze funkcja f ma zadana wlasnosé: kazda
tréjka (s,t,q) € T jest postaci (sp,tn,q,) dla pewnego n € N i wéwczas p = p,, jest
ta liczba wymierna z przedziatu (s,t), dla ktérej f(p) = ¢ (na pozostalych liczbach
wymiernych, jesli takie istnieja, mozna okresli¢ wartosci funkeji f jakkolwiek).

Zmodyfikujemy teraz powyzsze rozumowanie tak, by uzyskaé¢ funkcje g ze zbioru
liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste (oznaczane przez R), ktéra kazdy
przedzial (a,b), gdzie a,b € R i a < b, przeksztalca na caly zbiér R. Znanych
jest wiele dowodéw istnienia takiej funkcji. Przedstawimy tu argument oparty na
indukcji pozaskornczonej.

Niech W bedzie zbiorem wszystkich takich trdjek liczb rzeczywistych (a,b,y), ze
a < b. Jest on nieprzeliczalny, nie mozemy wiec jego elementéw ponumerowacé
liczbami naturalnymi. Skorzystamy jednak z tego, ze istnieje (czego nie
bedziemy tu dowodzi¢) wygodny z punktu widzenia naszej sytuacji odpowiednik
zbioru liczb naturalnych, mianowicie zbiér, ktory oznaczymy przez ¢, wraz

z relacja =<, ustalajaca pewien liniowy porzadek jego elementéow, o nastepujacych
wlasnosciach:

1. Wszystkie elementy zbioru W mozna poindeksowaé za pomoca elementéw
zbioru ¢, czyli ustawié¢ w ciag pozaskoriczony tréjek (aq,ba, Yo ), gdzie a € c.

2. Jedli a jest dowolnym elementem zbioru ¢ oraz {zg : f < a} jest dowolnym
zbiorem ztozonym z liczb rzeczywistych, poindeksowanych elementami
zbioru ¢, mniejszymi w sensie porzadku < od «, to w kazdym przedziale (a, b),
gdzie a < b, znajdzie sie liczba rézna od wszystkich liczb x5 dla 8 < «a.

3. W kazdym niepustym podzbiorze zbioru ¢ istnieje element najmniejszy
w sensie porzadku <.

Z pomoca ciagu pozaskonczonego (aq, ba,Ya) (zob. warunek 1) przez indukcje
pozaskoriczong zdefiniujemy taki ciag pozaskoticzony (x,,), ze o € (da,ba)
oraz rg # T, dla wszystkich «, 5 € ¢, o ile § # «. Postepujemy zgodnie ze
schematem wczesniejszej konstrukeji ciagu (p,,). Mianowicie, jesli 0 oznacza
najmniejszy w sensie porzadku < element zbioru ¢ (taki element istnieje na
mocy warunku 3), to okreslamy najpierw zg = I"""T“O. Nastepnie, jesli 0 < «

i dane sg juz wyrazy g dla 3 < «, to definiujemy z, jako jedna z tych liczb
z przedzialu (aq, by ), ktére sa rézne od kazdego x5 dla 8 < . Wybér z,, jest
mozliwy na mocy warunku 2.

Wymaga jeszcze uzasadnienia, dlaczego opisana powyzej definicja indukcyjna
prowadzi do jednoznacznego przypisania wartosci x, wszystkim a € ¢. Nieco
upraszczajac, gdyby zbior tych a € ¢, ktérym powyzsza definicja indukcyjna
nie przypisala wartosci, byl niepusty, to na mocy warunku 3. istnialby w nim
najmniejszy element, powiedzmy ay. Wowcezas 0 < oy, gdyz wyraz zg zostal
zdefiniowany. Ponadto, na mocy definicji g zdefiniowane bylyby wszystkie
wyrazy xg dla f < ag. To jednak — jak widzieliSmy powyzej — umozliwialoby
zdefiniowanie wyrazu z,,, co prowadzitoby do sprzecznoéci z definicja
elementu ag.

Na koniec, majac dany ciag pozaskoriczony (z,), okreslamy funkcje ¢g na
wszystkich jego wyrazach jako g(x,) = yo dla kazdego o € ¢ (por. warunek 1).
Podobnie jak w przypadku funkcji f to juz wystarczy, by funkcja g miala
zadana wlasno$¢, co konczy dowod. O

Piotr ZAKRZEWSKI
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