Dwa dowody jednego twierdzenia

Przypomnijmy: zbiory A i B sg réwnoliczne, gdy istnieje
funkcja réznowartosciowa z A na B (lub — réwnowaznie —
z B na A).

Twierdzenie. Zbior wszystkich liczb rzeczywistych R
nie jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
naturalnych N.

Dowdéd przekatniowy
Gwoli jednoznacznosci przyjmijmy, ze kazda niezerowa
liczbe z przedziatu [0, 1] reprezentujemy przez jej
rozwiniecie dziesietne, w ktérym jest nieskoriczenie
wiele cyfr niezerowych (a wiec, na przyktad, 1/4 jest
reprezentowana przez 0,24(9), a nie 0,25). Wowczas
kazda liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1] ma dokladnie
jedna reprezentacje dziesietna. Niech f : N — [0, 1] bedzie
dowolna funkcja z N w przedzial domkniety [0, 1], czyli
ciaggiem o wyrazach rzeczywistych nalezacych do tego
przedziatu, i niech f(k) =0, agp1arears - . ., gdzie axm
oznacza m-ta cyfre po przecinku liczby f(k). Niech dalej
bk = 4, gdy ALk 7& 4 oraz bk = 5, gdy Ark = 4.
Wéwezas liczba b = 0,b1b203 . .. nalezy do przedziatu
[0,1] i nie jest wyrazem ciagu f. Rzeczywiscie: b # f(1),
bo b1 # ai1, podobnie b # f(2), bo by # ass i tak dalej.
Ogolniej, dla kazdej liczby naturalnej k, by # agk, co
oznacza, ze b # f(k).

Wobec dowolnosci wyboru funkeji f mozemy stwierdzié,
ze nie istnieje funkcja z N w [0, 1], ktdrej zbidr wartosci
wyczerpywalby przedzial [0, 1]; tym bardziej nie istnieje
funkcja z N na cate R. O

Dowdéd analityczny
Jak poprzednio, niech f : N — [0, 1] bedzie dowolna
funkeja z N w przedzial domkniety [0, 1], czyli

Rozwigzanie zadania M 1527. Aby udowodnié¢ réwnowaznosé,
wykazemy osobno dwie implikacje.

Ponumerujmy osoby obecne na przyjeciu liczbami od 1 do n

oraz oznaczmy liczbe wszystkich powitan przez M = n(n — 1)/2.
Niech k,, bedzie permutacjg zbioru {1,2,...,n}, ktéra liczbie i
przyporzadkowuje numer osoby, majacej na glowie kapelusz i-tej osoby
po m-tym powitaniu. Mamy wiec kg = id oraz kg = (i j)k¢—1, gdzie

(i j) jest transpozycja, a 4, j to numery os6b uczestniczacych w ¢-tym
powitaniu.

Wobec tego ks jest iloczynem M transpozycji (wszystkich mozliwych
par elementéw zbioru {1,2,...,n}). Z drugiej strony, w my$l warunkéw
zadania, ks = id. Poniewaz identyczno$¢ jest permutacja parzysta,
wigc wynika z tego, ze 2 | M, skad uzyskujemy 4 | n(n — 1). To oznacza,
ze jezeli opisana sytuacja jest mozliwa, to n daje reszte 0 lub 1 przy
dzieleniu przez 4.

Aby uzasadnié, ze dla kazdego n dajacego reszte 0 lub 1 przy dzieleniu
przez 4 istnieje kolejnos¢ powitan prowadzaca do opisanej w tresci
zadania sytuacji, przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

Jezeli n = 4, to bezposrednio sprawdzamy, ze
(2 3)(1 4)(2 4)(1 3)(3 4)(1 2) = id,

wiec wystarczy, ze najpierw przywitaja sie osoby 1 i 2, potem 3 i 4 itd.
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ciggiem o wyrazach rzeczywistych nalezacych do tego
przedziatu.

Niech f(k) = ¢x dla k € N. Podzielmy przedzial [0, 1]

na trzy domkniete podprzedzialy o dlugosei 1/3 kazdy

i niech [ag, by] bedzie takim z nich, do ktérego nie nalezy
co. Tak wiec [ao,bo] C [0, 1], bo — ag = % oraz cgp ¢ [ao,bo].
Zalézmy, ze dla k € N zdefiniowalidémy juz przedzial
[ak, bi] tak, ze [ag,be] C [0,1], by — ar = 555 oraz

¢k & lag, br]. Wowezas dzielimy przedzial [ag, bg] na trzy
domknigte podprzedziaty réwnej dlugosci i definiujemy
[ak+1,br+1] jako ten podprzedzial, do ktérego nie nalezy
Ci+1- Mamy wtedy:

1
[@k+1,bk41] C [ag, b), bry1 — ags1 = s

oraz Cpy1 & [ak41,bkt1]-

W ten sposéb na mocy indukcji otrzymujemy taki ciag
przedzialéw [a,,b,], ze dla kazdej liczby naturalnej n

1

[@n+1,bn11] C [an, bn] C[0,1], = oot

b, — an,
oraz ¢, & [an, byl.

Ciag (a,) jest niemalejacy i ograniczony z géry przez 1,
ciag (by) jest nierosnacy i ograniczony z dotu przez 0,
zatem oba te ciagi sa zbiezne i majg wspolna granice,
gdyz ciag (b, — a,) dazy do 0; nazwijmy ja c. Ponadto
dla kazdej liczby naturalnej n, ¢ € [a,, b,], podczas gdy
cn € [an,by]. Wniosek: ¢ # ¢, dla kazdego n.

Tak wiec nie istnieje funkcja z N w [0, 1], ktérej zbiér
wartodci wyczerpywalby przedzial [0, 1]; tym bardziej nie
istnieje funkcja z N na cale R.

Wiktor BARTOL

Przypusémy, ze dla pewnego n = 4k mamy odpowiednig kolejnosé
powitari, czyli odpowiedni iloczyn transpozycji. Aby uzyskadé
odpowiednig kolejnoéé¢ dla n + 1 = 4k + 1, dokonajmy nastepujacych
zmian w tym iloczynie:

(ti+1l)—(n+1d(Ei+1l)(n+1i+1)
dlai=1,3,5,...,n — 1. W ten sposéb uzupetniliSmy iloczyn o n
transpozycji (odpowiadajacych powitaniom z ,nowa” osoba numer
n + 1) i latwo sprawdzié, ze warunki zadania dla nowej kolejnosci sa
spetnione.

Z kolei aby uzyskaé¢ odpowiednia kolejno$é¢ dla n + 4 = 4(k + 1) oséb,
dokonujemy podobnych zmian:
(ti+1l)—» n+4i)(n+3i)(n+2)(n+1)(GEi+1)(n+1i+1)
m+2i+1)(n+3i+3)(n+4i+4)
dla¢=1,3,5,...,n — 1 oraz dolagczamy (w dowolnym miejscu) zestaw
szesciu kolejno po sobie nastepujacych powitan czterech nowych oséb:
m+2n+3)(n+1ln+4)(n+2n+4)(n+1n+3)
(n+3n+4)(n+1n+2).
W ten sposéb rozszerzyliSmy kolejno$é powitan w taki sposéb, ze znéw
po nastapieniu wszystkich kazdy ma znéw swéj kapelusz przy 4(k + 1)
osobach. To koriczy dowéd indukeyjny. [J



