Newtonowskie intuicje dla fal grawitacyjnych

Masy zakrzywiajq czasoprzestrzen,
czasoprzestrzen wplywa na ruch mas.

John A. Wheeler

Obraz ten nalezy poréwnaé z grawitacjg
newtonowska — absolutng, euklidesowg
przestrzenia, w ktorej na masywne ciata
dziala natychmiastowa sita.

Statyczny rozktad tadunkéw

(w przypadku elektromagnetyzmu) lub
mas (w przypadku grawitacji) nie jest
zrédtem promieniowania. Dla przyktadu,
radialna zalezno$é pola
elektromagnetycznego dla statycznego
2l—p01a to 1/7"2“, czyli juz dla rozkltadu

monopolowego (I = 0) zanika zbyt szybko.

Zmiany momentéw monopolowego

M = fp(r)d3x oraz dipolowego mas

P; = f p(!‘)wid?’w nie prowadza do emisji
fal grawitacyjnych. Zmiennosé
elektrycznego momentu dipolowego

Pf = fp"‘ (r)z;d®z nie jest ograniczona
zasadami zachowania, dlatego
dominujgcym skladnikiem

promieniowania elektromagnetycznego
jest promieniowanie dipolowe.

Michal BEJGER

Wedlug ogdlnej teorii wzglednoéci grawitacja jest skutkiem zakrzywiania

sie czterowymiarowej czasoprzestrzeni wokol masywnych obiektdw.

Mniej masywne ciala poruszaja si¢ wokol bardziej masywnych po liniach
geodezyjnych (liniach ,najprostszych” w zakrzywionej przestrzeni), co np.

w przypadku planet w Ukladzie Stonecznym daje wrazenie ruchu po orbitach
eliptycznych. Na swobodnie poruszajace sie ciala nie dziala zadna silta: ich
trajektorie sa wynikiem geometrii. Dodatkowo, ogélna teoria wzglednosci ma
wbudowane ograniczenie predkosci. Wszelkie informacje o zmianie krzywizny
rozprzestrzeniaja sie z predkodcia $wiatta. O zmianach tych mozna myéle¢

jak o zmiennej w czasie odleglosci czasoprzestrzennej pomiedzy zdarzeniami.
Odlegloéé ta, czyli czterowymiarowy interwal ds definiuje sie, uzywajac

tensora metrycznego gog, ds? = gapdr®dx? (zakres o, 3 =0,...,3 odpowiada
jednemu wymiarowi czasowemu i trzem przestrzennym, a powtarzajace si¢
indeksy oznaczaja sumowanie w tym zakresie). Skladowe gop w ogdlnym
przypadku moga mieé¢ skomplikowana postaé¢ zalezna od rozmieszczenia
zakrzywiajacych czasoprzestrzen mas. Dla ilustracji rozwazmy przypadek pustej
czasoprzestrzeni (czasoprzestrzeni Minkowskiego, z dala od jakichkolwiek mas),
z dodanym drobnym zaburzeniem. Interwal czasoprzestrzenny jest wtedy réwny
ds? = (Nap + hap)dz®dz?, gdzie napdz®dz? = —cdt? + da? + dy? + dz? jest
czterowymiarows ,,odlegloscia” w pustej przestrzeni, a hagdxo‘dxﬁ jej niewielkim
zaburzeniem. Wkrétce po ogloszeniu ogolnej teorii wzglednosci, w 1916 roku
Albert Einstein stwierdzil, ze w przypadku przedstawionym powyzej jego
réwnania przyjmuja postaé¢ réwnania falowego, ktérego rozwiazaniem jest owo
matle zaburzenie h: fala grawitacyjna. Ma ono pare cech podobnych do fal
elektromagnetycznych: ma charakter fali poprzecznej i ma (dwie) niezalezne
polaryzacje. Przez nastepne kilkadziesiat lat istniata powazna kontrowersja, czy
rozwiazaniom tym odpowiada zjawisko fizyczne, czy raczej sa efektem doboru
wspolrzednych. Kontrowersja zostala rozwiana na przetomie lat 50. i 60. przez
Feliksa Piraniego, Hermana Bondiego, Ivora Robinsona i Andrzeja Trautmana
na korzys¢ prawdziwosci hipotezy fal grawitacyjnych.

Realne promieniowanie jest zwiazane z transportem energii; w szczegolnosci fale
powinny moéc przenosi¢ energie od zrédta do nieskoniczonosci. Jesli amplituda
pola zwiazanego z (dla uproszczenia) sferyczna fala w odleglosci r od zrédla
jest réwna h(r), to strumien energii przez sferyczna powierzchnie wynosi

F(r) o< h*(r), a calkowita moc promieniowania (jasnos¢) jest proporcjonalna
do L(r) o< 47r?h?(r). Jako ze energia musi byé zachowana, amplituda h(r)
musi maleé¢ z odlegloscia jak 1/r. W przypadku detektoréw fal grawitacyjnych
typu laserowych interferometréw Advanced LIGO i Advanced Virgo, ktore
mierza wlasnie amplitude fali h, mierzona jest wzgledna réznica réznic
dtugosci prostopadlych ramion interferometru, h = AL, — AL, = AL/L,
gdzie L jest dlugoscia ramienia (wigcej szcezegdtéw w artykule Izy Kowalskiej
w Delcie 10/2010). Zalezno$é h od odwrotnosci odleglosci przeklada sie na
daleko wigkszy zasieg w poréwnaniu do tradycyjnych metod obserwacji,

w ktérych wartoécia mierzona jest energia proporcjonalna do h2. Poprawa
czutosci o rzad wielkosci oznacza dziesigciokrotnie dalszy zasieg w pordéwnaniu
do okolo trzykrotnie wiekszego zasiegu np. teleskopéw optycznych.

Przez analogie do elektromagnetyzmu, w ktérym promieniowanie
elektromagnetyczne jest skutkiem przyépieszonego ruchu tadunkdw
elektrycznych, Zrédlem promieniowania grawitacyjnego powinien by¢
przys$pieszony ruch mas. Do promieniowania nie wystarczy jednak samo istnienie
tadunku (masy). Dla ukladu mas opisanego rozkladem gestosci p(r), gdzie |r|
to radialna odleglos$é od poczatku uktadu odniesienia (np. srodka masy),
najprostszym momentem rozkladu jest monopol M, ktéry jest po prostu
calkowitag masa-energia uktadu. Jego zmiana oznaczalaby nieprzestrzeganie
zasady zachowania masy-energii. Réwniez zmienny moment dipolowy mas P;
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G = 6,67408 - 10~ [m®kg~1s7 2],
c = 299792458 [ms™'].

Orbitalna predkos$é obrotowa w wiaze sie
z parametrami orbity poprzez trzecie
prawo Keplera,

GM = wzas,
gdzie M = mjy + mg jest calkowita masa

ukladu. Réwnanie biegunowe orbity
eliptycznej ma postaé

a (1 — 62)
1+ ecosf’
gdzie a to poétos wielka, a e to

ekscentrycznosé orbity. Gdy e = 0 (orbita
jest kotem), to r = a.

r(0) =

Jesli przyjmiemy, ze orbita uktadu
znajduje si¢ w plaszczyznie xy, to

ry = 7’;—‘1 X (cos @,sin6,0),

ro = —% X (cos @,sin6,0),
gdzie 0 = wt jest wspélrzedna katowa
okreslajaca polozenie cial. Niezerowe
sktadowe macierzy tensora I;; beda
nastepujace:

Ly = 4o (1 + cos (2wt))
zx P) )

2
Iy, = ”; (1 — cos (2wt)) ,

2
Iy = Iy, = 55— sin (2wt) .

Charakterystyczna czestotliwoscia
promieniowania fal grawitacyjnych ukladu
podwdéjnego jest zatem 2w.

nie moze by¢ zrédlem promieniowania grawitacyjnego, poniewaz z definicji
odpowiada srodkowi masy ukladu; zmiennosé oznaczalaby ztamanie zasady
zachowania pedu. Najnizszym ,,promieniujacym” multipolem w teorii grawitacji
jest zatem kwadrupol, ;; = [ p(r)xix]-d3x7 z ktorym nie wiaza sie zadne zasady
zachowania. Powyzsze rozwazania oznaczaja, ze sferycznie symetryczny ruch
mas, np. kolaps albo eksplozja, nie wywoluje emisji fal grawitacyjnych. To
samo dotyczy osiowo symetrycznej rotujacej gwiazdy. Dobrymi zrédtami fal sa
natomiast niesferyczne wybuchy supernowych, rotujace zdeformowane gwiazdy
neutronowe oraz uktady podwdéjne gwiazd lub czarnych dziur.

Wielkos¢ amplitudy fali grawitacyjnej h mozna oszacowaé za pomoca

analizy wymiarowej. Z definicji h jest wielkoscig bezwymiarowsa i, jak

wynika z powyzszych rozwazan, odwrotnie proporcjonalng do odleglosci od
zrédta. Powinna tez by¢ zwiazana z momentem kwadrupolowym, ktérego
jednostki to [kgm?]. Wiemy takze, ze w wyrazeniu powinna pojawié sie

druga pochodna, odpowiadajaca przyspieszonemu ruchowi mas, niech

zatem h o< (1/r) 0*(M R?)/0t%. Jednostki tego wyrazenia to [kgms—2]. By
dostaé¢ wielko$é bezwymiarowa, nalezy odpowiednio dobra¢ potegi stalych
fizycznych wystepujace w problemie: stala grawitacji G oraz predkosé¢ swiatla c.
Bezwymiarowe h otrzymamy dla wspétczynnika proporcjonalnosei réwnego G /c?.
Jest to bardzo mata liczba, 8,26244528 - 10745 [m~'kg~!s?], co oznacza, ze
zrodlami fal o duzej amplitudzie moga by¢ tylko szybko poruszajace sie,
masywne ciala. Rozwazmy uklad podwoéjny mas m; i me oddalonych o a
(separacji a) na orbicie kolowej. Oszacowanie h mozna przepisaé dla takiego
ukltadu, zamieniajac M R? na ua? i przyjmujac, ze M jest calkowita, a u =
(mymg) /M zredukowana masa ukladu. Mozna tez przyjaé, ze druga pochodna
0?%/0t? jest proporcjonalna do orbitalnej predkosci obrotowej w?. Korzystajac

z trzeciego prawa Keplera (patrz obok), dostaniemy

2 5/3
B~ G 1Mp — £1M2/3uw2/3.

T ctroa ctr
Dla przyktadu, rzad wielkosci h w przypadku dwoch gwiazd neutronowych
o podobnych masach (m; = mgy ~ 1,4 Mg, M?/3 = M®/3/4) jest nastepujacy:

1 1022 (100 Mpe A
- r 100 Hz 2,8 M, '

Charakterystyczna wzgledna amplituda h = AL/L = 10~?2 odpowiada pomiarowi
odlegtosci Stonce-Saturn z doktadnosciag do rozmiaru atomu! Uzywajac
argumentéw newtonowskich, dostaliSmy przyblizenie kwadrupolowe amplitudy h,
poprawne dla uktadow, w ktérych predkosci nie sa bliskie predkosci $wiatta. Po
raz pierwszy sformulowal je w 1918 roku Albert Einstein:

2G .

hij =1
J C47‘ J

(dwie kropki oznaczaja druga pochodna wzgledem czasu). Amplituda h jest
wiec bezposrednio zwiazana z niesymetryczna czeScia energii kinetycznej
uktadu: h o< EJ5Y™ /r. Z powyzszego i notki na marginesie widaé tez, ze h jest
proporcjonalna do momentu kwadrupolowego (I o pa?) oraz w?. Z rozwazai

o strumieniu energii wiemy natomiast, ze jasno$¢ ukladu (moc promieniowania
fal) L jest funkcja h? o< 12, oraz w w pewnej potedze. Uzywajac analizy
wymiarowej (o ktérej wiecej napiszemy w nastepnym numerze), dostajemy

5 R 2 ”UG
2128 € (fs Z
dt OCC5WO(G(a) (c)’

gdzie Eqw jest energia fali grawitacyjnej, Ry, = 2GM/c? jest promieniem
Schwarzschilda czarnej dziury o masie M, a v = w/a jest predkoscia liniowa
masy M na orbicie o promieniu a. Czynnik proporcjonalnosci wynosi 32/5.
Druga wersja réwnania pokazuje dobitnie, ze moc emitowana przez uktad
podwdjny o rozmiarze poréwnywalnym z Ry i orbitujacym z predkoscia

bliska predkoéci $wiatla jest ogromna: czynnik ¢®/G wynosi 3,9 - 1052 W. Dla
poréwnania zwyczajne uklady podwdjne sa bardzo stabymi zrédtami fal. Ukltad
Ziemia-Stonice emituje okolo 200 W (calkowita emisja elektromagnetyczna
Storica to okoto 4 - 10?6 W).
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Przykladowy éwierk, czyli ewolucja

w czasie amplitudy i czestotliwosci fali
grawitacyjnej emitowanej przez
zacie$niajacy si¢ uklad podwdjny.

Masy skladnikéw — czarnych dziur —
w przypadku sygnatu GW150914
obliczono na 36 Mg i 29 Mg, a dla
GW151226 na 14,2 M i 7,5 M.

Fale emitowane sa na koszt zmniejszania orbitalnej energii uktadu,
Eo, = —Gmyms/(2a). Poréwnanie zmiany E,,1, i Egw daje

dEorb _ GmlmQ L dEGW

dt 202 " dt
Uzywajac trzeciego prawa Keplera oraz wynikajacej z niego pochodnej
4 = —2aw/ (3w), mozna otrzymac zaleznos¢ miedzy masami sktadnikéw oraz
orbitalng predkoscig obrotowa i jej pochodna:

96 w!! 96 ° w!l
.3 5 3872 _ 5445
w—<5) C15G“M_<5> CISGM.

Kombinacje mas M = (,u?’MQ)l/5 = (m1m2)*/®/(m1 + m2)"/5 nazywa sie

masq cwierku przez analogie do podobnego w charakterze zachowania sie
czestotliwodcei 1 amplitudy odglosu ptakdw; predkosé orbitalna oraz amplituda
roénie (h oc M®/3w?/3), podczas gdy separacja uktadu a maleje. Mase éwierku M
mozna obliczyé¢ wprost z czestotliwosci fal grawitacyjnych fow (o czestotliwosei
dwukrotnie wigkszej niz orbitalna, 27 faw = 2w) w detektorze:

S5 gm11ys; o0
M = a %ﬂ' fGVV awW .
W potlaczeniu z réwniez mierzona bezposrednio przez detektor amplituda i mase

¢wierku mozna wykorzysta¢ do obliczenia odlegtosci do zrédia:

. 0 cfow
9672 h e

Metoda ta jest zupelnie niezalezna od tradycyjnie uzywanych do tej pory przez
astronomow ,,drabin odlegltosci”, kalibrowanych poprzez tzw. Swiece standardowe
(np. cefeidy i supernowe typu Ia). W przyszlosci pomiary odleglosci wieloma
metodami naraz (np. jasnosci blyskéw gamma i fal grawitacyjnych przez nie
emitowanych) beda poréwnywane dla poprawienia kosmicznej skali odleglosci
i precyzyjnego wyznaczenia parametrow kosmologicznych, np. stalej Hubble’a.

Na koniec zastanéwmy sie, w jaki spos6b mozna otrzymaé¢ masy skladnikow
dwdéch dotychezas zarejestrowanych przez Advanced LIGO sygnaléw, GW150914
i GW151226. Po zmierzeniu masy ¢wierku (30 Mg dla GW150914 i 9 M, dla
GW151226) do dyspozycji pozostaje nam analiza przebiegu samego ¢wierku.

W obu obserwacjach sygnal urywa si¢ przy pewnej krytycznej czestosci fEvy-
W przypadku GW150914 f&,y to okolo 150 Hz (450 Hz dla GW151226). Nagte
przerwanie ¢wierku interpretowane jest jako zderzenie skladnikéw o skonczonych
rozmiarach i moment, w ktorym uklad podwdjny przestaje istnie¢. Ograniczenie
na rozmiar uktadu dostaniemy, zakladajac, ze sktadniki sg czarnymi dziurami

o promieniach Schwarzschilda. Zatem

2G
Rsl + RsQ = (372

(m1 +m2) = agin-
Krytyczna odleglto$é ag, wstawiamy do trzeciego prawa Keplera, dostajac

oszacowanie na sume mas

c? 1
A4GTV2 féw
Dla GW150914 obliczone w ten sposéb M wynosi okoto 76 My, dla GW151226
dostajemy M = 25,4 M. Dokladne warto$ci mas ukladu, otrzymane przy
uzyciu ogdlnej teorii wzglednosei i symulacji numerycznych, to, odpowiednio,
65 Mg i 21 Mg (newtonowskie oszacowanie radzi sobie zatem calkiem nieZle,
jednak nie na tyle dobrze, by poprawnie okresli¢ masy sktadnikéw dla obu
sygnaléw poprzez rozwiazanie ukladu réwnan M i M). Alternatywna metoda
jest zalozenie, ze masy sktadnikéw sa podobne. Wtedy M = 26/5 M, i M = 70 M,
dla GW150914, oraz 20,7 Mg dla GW151226.

M =m;+mg =~

Masy koncowych czarnych dziur w obu przypadkach wynosza 62 M,
i 20 Mg . Gdzie podziala si¢ brakujaca masa? Zostala wyemitowana w falach
grawitacyjnych. Mozna ja obliczy¢ w nastepujacy sposéb. Calkowita energia
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ukladu dla separacji a sklada sie z przyczynkéw od masy spoczynkowej i energii

orbitalnej, Gmyms

2a

Zakladajac dla uproszczenia, ze my = me, oraz ze konicowa separacja

afn = 2Rs = 4Gm; /c? (w rzeczywistodci uklad staje sie niestabilny dla nieco
wiekszych separacji) réznice energii miedzy stanem poczatkowym (a — o0)

i koricowym oceniamy na 6% caltkowitej masy-energii (3,9 My dla GW150914
i1,3 Mg dla GW151226, w poréwnaniu do 3 Mg, i 1 My otrzymanych
wyrafinowanymi metodami). Wigkszo$¢ energii zostala wypromieniowana
podczas przemierzania kilku ostatnich orbit oraz podczas procesu tworzenia
koncowej czarnej dziury, ktérego nasz prosty model nie uwzglednia. W momencie
najwiegkszej ,, jasnoéci” emitowana moc w obu przypadkach wynosita okoto

1073 ¢°/G ~ 3 - 10* W (skladniki poruszaty si¢ z predkodciami mniejszymi

niz predkoéé¢ $wiatla, w odleglosci wiekszej od promienia R, konicowej czarnej
dziury). Przewyzsza ona o rzedy wielkosci emisje nie tylko najwiekszych
dotychczas znanych kosmicznych katastrof — izotropowa emisja blyskéw gamma
to ,,jedynie” 10*7 W — ale takze sumaryczna emisje wszystkich gwiazd we
Wszechswiecie. Szacowana gwiazdowa jasnos¢ obserwowanego Wszechswiata,
zawierajacego okolo 10! galaktyk podobnych do Drogi Mlecznej, z ktérej
kazda sklada sie z okoto 10! gwiazd podobnych do Slorica, wynosi bowiem
okoto 4 - 108 W,

E= Ems + Eorb = (ml + m2) 02

5 ©

8

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1522. Na zbiorze dodatnich liczb calkowitych okreslone sa operacje
@ oraz ©, takie, ze dla kazdej pary a, b dodatnich liczb catkowitych zachodzi

aPad...ba=a®b,

b wystapien a

a ponadto @ jest laczne, ® za$ przemienne. Czy wynika z tego, ze & oraz ©®
to ,zwykle” dodawanie i mnozenie? Czy implikacja bedzie prawdziwa, jezeli
zalozenie o lacznosci operacji @ zastapimy zalozeniem o jej przemienno$ci?
Rozwiazanie na str. 7

M 1523. Wielokat wypukly zostal podzielony odcinkami na skoriczona liczbe
czworokatéw. Udowodnié, ze co najmniej jeden z nich jest wypukly.
Rozwigzanie na str. 7

M 1524. Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 istnieje ciag arytmetyczny n
dodatnich liczb catkowitych, z ktorych kazda jest podzielna przez sume swoich
cyfr (w zapisie dziesigtnym).

Wskazowka. W rozwiagzaniu mozna skorzystaé¢ z twierdzenia o liczbach
pierwszych, na przyklad uzywajac szacowania 7(z) < 2z/In z, prawdziwego dla
dostatecznie duzych x, gdzie 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych
od z.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 923. W Uktladzie Stonecznym, poza planetami i ich ksiezycami, po orbitach
okotostonecznych porusza sie tez wiele mniejszych odtamkéw skalnych:
planetoid i meteoroidéw. Niektore z nich, gdy wpadaja do atmosfery ziemskiej,
obserwujemy jako meteory. Oszacuj, z jaka maksymalna predkoscia V' wzgledem
Ziemi takie odlamki moga wchodzi¢ do jej atmosfery. Przyjmij, ze masa Stonca
Mg = 2 -10%° kg, odlegto$é¢ Ziemia-Stonice Rzs = 1,5 - 10! m, a stala grawitacji
G = 6,67 10~ Nm? /kg?.

Rozwiazanie na str. 8

F 924. Oszacuj, jaki jest minimalny promien okolostonecznej orbity zelaznego
meteoroidu, na ktorej pozostaje on jeszcze w stanie stalym. Temperatura
topnienia taenitu (mineratu, z ktérego sa zbudowane meteoroidy zelazne)

T, = 1700 K, promienr Storica Rs = 7,0 - 108 m, temperatura powierzchni Slonca
Ts = 5800 K, a stala Boltzmanna o = 5,7 - 1078 Wm 2K ~4.

Rozwigzanie na str. 9

4



