Migawka informatyczna

Leniwy nauczyciel

Wyobraz sobie, Czytelniku, ze jeste$ do$¢ leniwym
nauczycielem w podstawéwce. Uczniowie mieli zadane,
jako prace domowa, ogromne iloéci przykladéw

z tabliczki mnozenia i dodawania w zakresie
piecdziesieciu. Biorac pod uwage liczbe dzieci w klasie,
sprawdzanie tego to istna meczarnia. Ale przeciez mozna
troche oszukaé, np. sposréd dziesiatkow przykladow,
spojrze¢ na losowe piec¢ i przyjac, ze jesli sa dobrze, to
reszta tez jest pewnie dobrze. A czytania zostaje duzo
mniej.

W informatyce powyzszy trik dziata zaskakujaco
dobrze, prowadzac do tzw. dowodéw sprawdzanych
losowo, zwanych w skrécie PCP od ang. Probabilistically
Checkable Proof. Jako przyklad wezmy problem
znajdowania cyklu Hamiltona: pytamy, czy dany graf
ma cykl, ktory przechodzi przez kazdy wierzchotek
doktadnie raz. Cho¢ jest to problem trudny obliczeniowo,
istotna wlasnoscia tego problemu jest to, iz tatwo
przekonaé kogos, ze dany graf rzeczywidcie ma taki cykl:
wystarczy go pokazac¢. Taki dowdéd — dla ustalenia uwagi,
niech to bedzie lista wierzchotkéw grafu w kolejnosci
odwiedzenia przez cykl Hamiltona — jest jednak trudny
do zweryfikowania przez leniwego nauczyciela, ktéry
czyta losowy, krotki jego kawalek. Na przyklad, bardzo
trudno bedzie mu odréznié liste, ktora opisuje cykl
Hamiltona, od takiej, ktora opisuje dwa roztaczne cykle,
ktore lacznie przechodza przez kazdy wierzcholek grafu.

Twierdzenie PCP, bardzo wazne twierdzenie informatyki
teoretycznej z lat 90., mowi, ze problem cyklu Hamiltona
— 1, w ogdlnosci, wszystkie problemy z tzw. klasy NP —
maja krotkie dowody PCP. To znaczy, ze bedac uczniami
leniwego nauczyciela, i majac za zadanie domowe
sprawdzenie, czy dany graf G ma cykl Hamiltona,
mozemy zapisa¢ pozytywna odpowiedz jako napis
niewiele dtuzszy niz wielko$¢ G, taki ze nauczyciel
przeczyta (wybrane w sposéb losowy) trzy bity naszej
odpowiedzi oraz

e jesli w grafie GG istnieje cykl Hamiltona, to istnieje
rozwiazanie, ktére mogliémy daé¢ nauczycielowi, takie
ze on zawsze zaakceptuje je jako poprawne;

e jesli w grafie G nie istnieje cykl Hamiltona, to
istnieje stala £ > 0 (niezalezna od grafu G) taka,
ze niezaleznie, jakie rozwiazanie sprobujemy
oddad, nauczyciel zorientuje sig, ze go oszukujemy
z prawdopodobienstwem co najmniej €.

By docenié¢ znaczenie tego twierdzenia, spojrzmy na
nie z innej strony. Zalézmy, ze jesteSmy uczniem, ktory
zna algorytm sprawdzania nauczyciela (tj. wiemy,
ktére trzy bity bedzie czytal nauczyciel z jakim
prawdopodobienstwem i ktore wartosci tych bitéw
prowadza do zaakceptowania pracy domowej), ale

nie umie znajdowaé¢ cyklu Hamiltona w grafach. Czy
mozemy jako$ oszukaé ten system?
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Zalézmy, ze nauczyciel oczekuje rozwiazania zlozonego
z m bitow. Dla kazdej pozycji ¢« w rozwigzaniu
stworzmy zmienna binarna z;. Zalézmy, ze nauczyciel

z prawdopodobienistwem p;, ;, s, czyta bity na pozycjach
i1,12,13, 1 oczekuje wartosci ze zbioru Sy, iy, C {0, 1}3.
Dla nas to sie tlumaczy jako nastepujacy warunek na
nasze zmienne: chcemy, by bylo (z;,, xi,, i,) € Siy isiss
a jesli tego nie spelnimy, to prawdopodobienstwo

tego, ze nauczyciel odrzuci naszg prace domowa,

roénie o p;, 4,,i;- Innymi stowy, problem znalezienia
rozwiazania pracy domowej sprowadza sie do tzw.
problemu z wiezami: mamy m zmiennych binarnych,

i pewna liczbe wiezow mowiacych, ze pewne trojki
zmiennych maja przyjmowaé okreslone wartosci; kazdy
z wiezéw ma okreslone prawdopodobienstwo, zwane dalej
wartosciq.

Twierdzenie PCP méwi, ze jesli nauczyciel sprawdza
prace domowa dla grafu G majacego cykl Hamiltona,
to istnieje rozwiazanie, ktére go zawsze przekonuje —
czyli istnieje rozwiazanie naszego problemu z wiezami,
ktore spelnia wszystkie wiezy. Z drugiej strony, jesli G
nie ma cyklu Hamiltona, to nauczyciel odrzuca dowolne
rozwiazanie z prawdopodobienistwem co najmniej &

— czyli kazde rozwiazanie naszego problemu z wigzami
nie spelnia wiezéw o lacznym prawdopodobienstwie
(wartosci) co najmniej . Zapomnijmy o nauczycielu,

i spojrzmy na to tak: zamieniliémy problem sprawdzania,
czy dany graf ma cykl Hamiltona, na problem
rozrézniania, czy w danym problemie z wiezami da sie
spetni¢ wszystkie wiezy, czy tez dowolne rozwigzanie
nie spelnia jakiejs statej, ustalonej wartosci € wiezow.
Czyli przettumaczyliémy problem cyklu Hamiltona na
tzw. problem z dziura: instancje dla graféw z cyklami
Hamiltona sa znaczaco inne od tych dla graféw bez
takich cykli — jest tam dziura o wartosci e.

Zalézmy teraz, ze mamy (1 — d)-aproksymacyjny
algorytm dla naszego problemu z wiezami: jesli

w danej instancji najlepsze rozwiazanie spelnia wiezy

o tacznej wartodci p, to nasz algorytm zawsze zwraca
rozwiazanie o lacznej wartosci co najmniej (1 — J)p.
Jedli § < €, to mozna uzy¢ takiego algorytmu do
rozstrzygania problemu istnienia cyklu Hamiltona,
gdyz bedzie on w stanie odrézni¢ instancje problemu

z wiezami, w ktérych mozna spelni¢ wszystkie wiezy,
od tych, w ktérych mozna spelni¢ wiezy o tacznej
wartosci co najwyzej (1 — £). Otrzymujemy nastepujacy
wniosek z twierdzenia PCP: stworzenie algorytmu

(1 — §)-aproksymacyjnego dla 6 < ¢ dla naszego problemu
z wigzami jest co najmniej tak trudne jak znajdowanie
cyklu Hamiltona w grafie.

Ten wniosek jest punktem wyjscia do calej dziedziny
trudnosci aproksymacji, ktora jest wspélczesnie
intensywnie rozwijana.

Marcin PILIPCZUK



