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Mapa jest regularna, gdy kazdy
wierzcholek ma stopien 3 oraz jesli dwa
kraje sgsiaduja, to wzdluz spdjnego
fragmentu granicy. Kazda mape mozna
do takiej sprowadzi¢ i pomalowanie nowej
mapy jest dobre réwniez dla wyjsciowej:
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Rys. 1. Np. Paragwaj, Luksemburg,
wojewddztwo wielkopolskie $wiadcza

o tym, ze do pomalowania odpowiednich
map nie wystarcza trzy kolory.

Rys. 2. Fragmenty map M i M’.
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Rys. 3. n =1, k = 3, wigc @ ma kolor
1-3=-2=1 (mod 3).
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Rys. 4. Dwoma kolorowymi bokami
tréjkata zastepujemy pojedynczg krawedz
drogi d (trzeci bok tego trojkata).

Literatura: J.H. Cadwell, Topics in
Recreational Mathematics, Cambridge
University Press, 1966.

Kraje, stolice, granice. .. Joanna JASZUNSKA

Styczniowy deltoid poswiecony byl dwubarwnym mapom. Udowodniliémy w nim

Twierdzenie 1. Mape mozna pomalowaé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jej wierzcholek jest stopnia parzystego.
Przyjmujemy te sama terminologie oraz zalozenia o mapach i ich kolorowaniach.

Ograniczmy teraz nasze rozwazania do map regularnych (definicja

na marginesie). W kazdym wierzchotku takiej mapy schodza sie trzy kraje,

z pewnoécia wiec dwie barwy nie wystarcza do pomalowania ich. Co wiecej, jesli
jakis kraj ma nieparzysta liczbe sasiadéw, to nie da sie ich pokolorowa¢ dwiema
barwami (rys. 1). Dowodzi to jednej z implikacji w ponizszym twierdzeniu.
Twierdzenie 2. Mape reqularng mozna pomalowaé trzema kolorami wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy jej kraj ma parzystq liczbe sqsiadow.

W dowodzie drugiej implikacji przyda sie pojecie mapy M’ dualnej do mapy M:
jej wierzchotkami sa stolice panstw mapy M, a jesli dwa panstwa sasiaduja, to
w poprzek ich granicy rysujemy krawedz laczaca stolice (rys. 2).

Dowdd. Jedli kazdy kraj na mapie M ma parzysta liczbe sasiadéw, to kazdy
wierzcholek mapy M’ ma stopienn parzysty. Na mocy twierdzenia 1 mozemy wiec
mape M’ pomalowaé na czarno-biato. Ponadto kazdy jej kraj jest trojkatem, co
wynika z regularno$ci mapy M. Pomalujemy wierzchotki M’ barwami 0, 1, 2.

Pokolorujmy dowolny wierzchotek P barwa 0. Nastepnie kazdy inny
wierzchotek @) polaczmy z P dowolnym ciagiem réznych krawedzi i pomalujmy
kolorem n — k (mod 3), gdzie n to liczba krawedzi wzdluz tej drogi od P do Q,
ktére maja czarny tréjkat po lewej stronie, a k — po prawej (rys. 3). Aby
zakonczy¢ dowdd, nalezy wykazaé, ze kolor wierzchotka () nie zalezy od wyboru
drogi.

Rozwazmy dwie rézne drogi d i d’ i deformujmy d do d’, ,mijajac” kolejne
trojkaty jak na rysunku 4. Wowczas jedna krawedz wliczana do n zastepujemy
dwiema liczonymi do k lub jedna z £ — dwiema z n. Poniewaz 2 = —1 oraz

—2 =1 (mod 3), taka zmiana nie wplywa na kolor wierzchotka Q. Stad faktycznie
kolor ten nie zalezy od wyboru drogi, a barwy sasiednich wierzcholtkéw (paristw
mapy M) réznia sie o 1. O

Stynne twierdzenie orzeka, ze kazda mape da si¢ pomalowaé¢ najwyzej czterema barwami.
Dowodu (bardzo trudnego) nie przedstawimy, ale pokazemy réwnowazno$¢ pewnych warunkéw.
Twierdzenie 3. Mape reqularng mozna pomalowaé czterema kolorami wtedy

1 tylko wtedy, gdy jej krawedzie mozna pomalowaé trzema kolorami tak, by

w kazdym wierzcholku schodzily sie krawedzie trzech roznych barw.

Dowéd. Rozwazmy mape pomalowana czterema kolorami: (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1). Pokolorujmy kazda z krawedzi barwa odpowiadajaca sumie graniczacych
wzdtuz niej panstw, przy czym dodawanie wykonujemy po wspétrzednych

i modulo 2, np. (1,0) + (1,1) = (0,1). Sa wéwczas tylko trzy mozliwe kolory
krawedzi: (0,1), (1,0), (1,1) — sumy sze$ciu mozliwych par réznych barw krajow.
Zauwazmy, ze kazda barwa zsumowana sama ze soba daje (0,0). Stad suma
koloréw trzech krawedzi w kazdym z wierzcholkéw tez réwna jest (0,0), gdyz
kolor kazdego z panstw jest w niej liczony dwukrotnie. Wobec tego dwie
krawedzie jednego wierzchotka nie moga mieé¢ tego samego koloru, gdyz wéwczas
ich suma bylaby réwna (0,0) i zmienitaby si¢ po dodaniu trzeciej (réznej

od (0,0)). Uzyskalismy wiec odpowiednie kolorowanie krawedzi.

Zalézmy teraz, ze krawedzie mapy pokolorowano barwami (0,1), (1,0), (1,1)

w sposOb opisany w twierdzeniu. Pomalujmy dowolnie wybrany kraj P kolorem
(0,0). Nastepnie kazdy inny kraj @ potaczmy z P dowolna droga nieprzechodzaca
przez wierzchotki mapy i pomalujmy kolorem réwnym sumie barw wszystkich
przekraczanych po drodze granic. Aby zakoriczyé¢ dowdd, nalezy wykazad,

ze kolor panstwa () nie zalezy od wyboru drogi. Rozumowanie to, bazujace

na deformowaniu drogi, przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 1 (tym
razem kazdy wierzchotek ma stopien 3 i suma koloréw dwéch jego krawedzi
réwna jest kolorowi trzeciej). Barwy sasiednich krajéw réznia sie woéwcezas

o barwe ich granicy. O
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