Rozwazmy operacje, ktéra z ¢wiartki
ukladu wspélrzednych pokolorowanej
wedlug opisanej zasady co nieco usuwa.
Pozbadzmy si¢ wszystkich wierszy oraz
kolumn o numerach bedacych
wielokrotnosciami jakiejs ustalonej liczby
naturalnej n. Czy dla n # 2 to, co nie
zostanie usunigte, moze utworzy¢ po
sklejeniu kopie calej éwiartki?

A gdyby$my usuwali nie tylko wiersze

i kolumny o numerach wielokrotnosci n,
ale réwniez wszystkie te, ktérych numery
sg od nich wigksze o mniej niz

ustalone m?

Dla jakich par liczb m,n jest to mozliwe?

Maia aelld

Fraktale z zer i jedynek

Tradycyjnie fraktale kojarza nam sie (czesto) z tadnymi rysunkami

figur, ktére wykazuja pewien zestaw cech odrézniajacych je od zwyktych
obiektow. Nie precyzujemy tutaj uniwersalnego zestawu, gdyz sama
definicja fraktala nie jest uniwersalna. W wiekszosci sytuacji chcemy, aby
fraktal mial ztozong strukture, spetnial pewne cechy samopodobienstwa
oraz by nie dato sie go zbyt prosto opisa¢ geometrycznie. Mimo to czesto
mozna go opisa¢ wzglednie prosto pewnymi regutami rekurencyjnymi
wykonywanymi na obiekcie startowym (lub zestawie takich obiektéw).

Rozwazmy nieskonczony ciag (z,)n>0, ktérego elementami sa skonczone
ciagi zer i jedynek. Wprowadzamy operacje negatywu skoniczonego

ciggu y. Operacja ta dokonuje zamiany zer na jedynki oraz jedynki na

zera w ciagu y, a jej wynik oznaczamy przez y. Jesli wiec y = 01010, to

y = 10101. Definiujemy rekurencyjnie ciag (% )n>0: niech xo = 0 oraz

Tpal = TpTp- A zatem z1 = 01, zo = 0110, z3 = 01101001 i tak dalej.
Ciggiem Thuego—Morse’a nazwiemy nieskoniczony ciag © = xoToZ1 22 - - -,
ktéry ma te wlasnosé, ze kazdy x; jest jego prefiksem:

xr = 0110100110010110100101100110100110010110011010010110100110010110.. . .

Definicja ciagu (z,)n>0 pozwala na wygenerowanie ciekawego obrazka
przez odpowiednie kolorowanie p6l macierzy M,, o wymiarach 2" x 2"
(elementy macierzy rozmieszczamy w kwadracie 1 x 1). Mianowicie

macierz M,, wypelniamy cyframi ciagu xs,. Zaczynajac od lewego gérnego
rogu, wypelniamy kolejne komérki, przesuwajac sie w prawo, a nastepnie,
po wypelnieniu pierwszego wiersza przechodzimy nizej itd. Zauwazmy, ze
kolumna najbardziej z lewej ma taka sama zawartos¢ jak najwyzszy wiersz.
Podobnie druga kolumna od lewej ma taka sama zawartosé jak drugi wiersz
od géry itd. Pola z cyfra zero malujemy na bialo, te z jedynka na czarno.
Otrzymujemy w ten sposéb ciag biato-czarnych szachownic takich, ze cata
szachownica M,, jest podszachownica M, +1. Dokladniej: szachownica M,
zawiera dwie kopie szachownicy M,, oraz dwa jej negatywy (pola czarne
staja sie biale i odwrotnie).

Rozwazmy szachownice narysowane dla duzych, coraz wigkszych n,
pokolorujmy nawet w ten sposéb cala éwiartke plaszczyzny podzielong
na jednostkowe kwadraty. Pierwszy wiersz ¢wiartki zawiera caly ciag
Thuego—Morse’a, tzn. jest pokolorowany zgodnie z jego oznaczeniami,
podobnie pierwsza kolumna. Takie nieskoriczone pokolorowanie ma wiele
ciekawych cech. Dla przykladu usunmy z naszej ¢wiartki drugi, czwarty
i kazdy parzysty wiersz, to samo zrébmy z kolumnami. Reszte sklejmy
w calo$é (to nie bedzie trudne, elementy beda do siebie pasowac). Co
powstalo? Otrzymalidémy kolorowanke identyczng z poczatkowa.

Wezmy na éwiartce kwadrat o 2% x 2 polach (k > 0), jego identycznag
kopie mozna znalez¢ w wielu, a nawet bardzo wielu, innych miejscach.
Zachecamy do zabawy w szukanie zaleznosci miedzy wspotrzednymi lewego
goérnego rogu kwadratu i dlugoscia jego krawedzi a kolorami wierzchotkdw
wszystkich jego kopii.
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Z6kw to zwierze nieco powolne, ale rozumne i gdy okredli sie dla niego ciag
instrukeji, bezblednie je wykona. Na polecenie ,,0” z6tw reaguje ruchem

o jedna jednostke do przodu, na polecenie ,,1” obraca si¢ w miejscu o 60°
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Nasza trase (a raczej zétwia)
nazwiemy grafika zotwia.

Co sie stanie, gdy polecenia beda kolejnymi cyframi ciagu Thuego—Morse’a?
Przyjmijmy, ze dla ustalonego n czytamy wszystkie cyfry ciagu x,,

i generujemy grafike zétwia. Jak bedzie wygladaé rysunek ciagu o, x1, 24
lub tez x19? Czy wraz ze wzrostem indeksu n rysunek bedzie coraz bardziej
chaotyczny, czy moze zaobserwujemy jakis porzadek?

Zacznijmy od kilku prostych obrazkow dla n = 2,3,4,5,6,7, 8.

A — o Ay § § g

Prawdopodobnie nie jesteSmy jeszcze w stanie dostrzec schematu lub
podobienstwa. Zrébmy rysunek duzo wigkszy, to jest dla n = 14 (rysunek
na marginesie jest obrécony w stosunku do wezesniejszych przykladow).

Czytelnik znajacy podstawowe fraktale dostrzeze tutaj zarys krzywej
Kocha, ktérej schemat generowania kolejnych przyblizen (niemajacy na oko
zwiazku z ciagiem Thuego—Morse’a) przedstawiamy ponizej.

I NP P
RIS S P

Nie jest to przypadek. Okazuje sie bowiem, ze im wigksze n, tym wierniej
grafika zotwia dla naszego ciggu odtwarza krzywa Kocha. Nalezy jednak
zaznaczy¢, iz nie bedzie to idealna i dokladna kopia. Otrzymany rysunek
jest jedynie aproksymacja, ale wysoce porzadna. Kolejne przyblizenia
zbiegaja bowiem jednostajnie (po odpowiednim skalowaniu i obracaniu)

do prawdziwej krzywej Kocha (czyli ,ostatniego” obrazka, jaki nalezaloby
narysowaé w nieskoriczonym ciagu powyzszych krzywych). Co to znaczy
»jednostajnie”? Ciag krzywych aproksymuje jednostajnie inna, gdy dla
dowolnego bledu, ktéry ustalimy (dowolnie malego, o wiecej nie chcemy sie
myli¢) od pewnego indeksu n (odpowiada to krzywej ciagu z,,) wszystkie
krzywe sa odlegle od tego, do czego zbiegaja, o nie wiecej niz wybrany na
poczatku blad. Ta zdumiewajaca wlasnosé (generowanie fraktali) nie jest
jedynie cecha ciagu Thuego-Morse’a, ale znacznie wiekszej rodziny ciagdw.

Czytelnikéw ciekawych tych oraz innych zwigzkéw zachecamy do
przeczytania artykulu When Thue-Morse Meets Koch, ktérego autorami
sa Jun Ma oraz Judy Holdener.

Malqg Delte przygotowal Karol GRYSZKA
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