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skalibrowany i pracuje stabilnie, nie wykazujac zadnych niepokojacych objawow.
Flegmatycy czekaja zas na niezalezne sprawdzenie wynikéw laboratorium
Atomki, czego mozna dokonaé, uzywajac do tego celu dzialajacego przy LHC
detektora LHCb. Odpowiednia analiza zostanie wykonana w ciagu najblizszych
lat po nagromadzeniu odpowiedniej liczby danych doswiadczalnych.

Czy zatem jestesmy Swiadkami przelomu? Historia fizyki czastek elementarnych
ostatnich lat obfituje w szybko przebrzmiewajace sensacyjne odkrycia. Niedobrze
byloby jednak straci¢ czujnosé i nie przygladaé si¢ uwaznie podejrzanym
wynikom doswiadczen. Cho¢ z dzisiejszej perspektywy wiele waznych

odkry¢ wydaje sie dzielem przypadku, przypadek ten zawsze natrafial na
kompetentnych i przygotowanych naukowcow.
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Czy moja reka jest losowa?
Piotr MARKOWSKI*

Grajac w wigkszo$¢ gier karcianych, musimy przetasowaé talie w taki sposob,
aby ich kolejno$é¢ byla ,,jak najbardziej” losowa. Pierwszym pytaniem, na
ktore odpowiemy sobie w tym artykule, jest pytanie o probabilistyczny sposéb
wyrazenia tej wlasnosci.

Powiedzmy, ze mamy do dyspozycji n kart, ktére ponumerowalismy liczbami
naturalnymi. Gdy przyporzadkujemy kartom ich pozycje, to szybko zauwazymy,
ze ta reprezentacja prowadzi nas do interpretacji potasowane]j talii jako
permutacji zbioru {1,2,...,n}. Teraz mozemy zastanowi¢ sie, jaki jest cel
tasowania kart i opisa¢ dobre potasowanie w jezyku probabilistyki. Skoro
potasowana talia n kart moze by¢ potraktowana jako permutacja, to méwiac
o dobrym tasowaniu, zapewne mamy na mysli, Zze po potasowaniu kart
otrzymamy dowolna permutacje z jednakowym prawdopodobienistwem. Na
przyklad dla talii 3 kart kazda z sze$ciu mozliwosci ich potasowania ((123),
(132), (213), (231), (312), (321)) powinna wypadaé¢ — Srednio — raz na szes$é
tasowan.

Zbadajmy teraz pewne proste tasowanie: w kazdym ruchu bierzemy karte

z wierzchu i wkladamy ja na losowe miejsce w talii (a jakzeby inaczej:

z jednakowym prawdopodobienistwem!). Pokazemy, ze jezeli oznaczymy karte
lezaca na spodzie stosu kart, a nastepnie bedziemy tasowaé¢ do momentu, az
oznaczona karta trafi na wierzch i jeszcze jeden ruch dluzej, to otrzymamy
losowa (w przedstawionym wyzej sensie) talie. Pomysl wyglada prosto, ale jak
sprawdzi¢, ze dziala? Zeby przekonaé sie o jego skutecznosci, podzielmy nasze
tasowanie na drobniejsze kroki:

1. Tasujemy do momentu, az pewna karta znajdzie sie pod oznaczona karta.
2. Tasujemy do momentu, az dwie karty znajda sie pod oznaczona karta.

n — 1. Tasujemy do momentu, az n — 1 kart znajdzie si¢ pod oznaczona karta.
n. Wkladamy oznaczona karte (znajdujaca sie w tym momencie na wierzchu)
w dowolne miejsce talii z jednakowym prawdopodobienstwem.

Teraz mozemy uzasadnié, ze po kazdym kroku karty znajdujace sie pod karta
oznaczona sg dobrze potasowane.

1. Nie ulega watpliwosci, ze po pierwszym kroku karty znajdujace si¢ pod ta
oznaczona sa dobrze potasowane (jest wszak tylko jedna...).

2. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po drugim kroku 2 karty znajdujace sie
pod ta oznaczona sa dobrze potasowane (karta z wierzchu z takim samym
prawdopodobienistwem znajdzie sie pod i nad pierwsza karta, ktora trafila
pod oznaczona karte)
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Zmienng X o rozkladzie geometrycznym
mozemy skonstruowac¢ w nastepujacy
sposéb: rzucajmy niesymetryczng moneta,

na ktoérej orzel wypada

z prawdopodobienistwem p i niech X
bedzie numerem pierwszej proby, w ktorej

wyrzuciliSmy orta. Wéwczas:

P(X =k) = (1—p)" " 'p.

Sprawne kalkulacje doprowadzg nas do
1

IR

wzoru EX =

Overhand shuffle

Riffle shuffle

2. Rozumujac indukcyjnie, zakladamy, ze po kroku ¢ — 1 pod oznaczona karta
znajduje si¢ ¢ — 1 dobrze potasowanych kart. Jesli po i-tym kroku pierwsza
z brzegu karta zostata losowo umieszczona w talii i wiemy, ze wyladowala
pod oznaczona karta, to innymi stowy zostata losowo umieszczona wsréd kart
znajdujacych sie pod ta oznaczona, a zatem po wykonaniu i-tego kroku pod
oznaczona karta znajduje sie i dobrze potasowanych kart.

n — 1. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po (n — 1)-szym kroku n — 1 kart
znajdujacych sie pod oznaczona karta jest dobrze potasowanych.

n. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po n-tym kroku talia kart jest dobrze
potasowana.

Skoro znamy juz opis krokéw, to cheieliby$my powiedzie¢ co$ o liczbie
ruchéw, ktére musimy wykonaé¢ w tym tasowaniu, zanim uzyskamy idealnie
potasowana talie. Oznaczmy te liczbe przez T'; oczywiscie, jest to wielko$é
losowa, sprobujemy jednak obliczy¢ jej srednia. Niech R; bedzie liczba ruchéw
potrzebna na wykonanie i-tego kroku. Woéwczas R; ma rozklad geometryczny
z parametrem % Istotnie, po (i — 1)-szym kroku prawdopodobienistwo
umieszczenia pierwszej z brzegu karty pod karta oznaczona (zatem wykonania
i-tego kroku) wynosi wlasnie % Teraz mozemy obliczy¢ srednig T'; wystarczy
zauwazy¢, ze T = R + Ro + ... + Ry, a zatem:

n n n
1
ET=S"ER =S 2 =nS = ~nlogn.
Przy uzyciu powyzszego wzoru mozemy oszacowac¢ $rednia liczbe ruchéw
potrzebna do dobrego potasowania przedstawionym schematem talii 52 kart
przez 205. W rzeczywistosci, aby mie¢ duza pewnos¢ co do skutecznosci tego
tasowania, wymagane jest okoto 300 ruchow.

Oczywiscie, przedstawiony sposéb tasowania nie nalezy do szczegdlnie
popularnych. O wiele czesciej mozna spotkaé tzw. overhand shuffle,

ktérego matematyczny model mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: na
poczatku w kazda z n — 1 luk miedzy kartami wstawiamy z ustalonym
prawdopodobienstwem p , przegrédke”; tworzac w ten sposéb pewna losowa
liczbe blokéw, a nastepnie odwracamy ich kolejno$é¢. Taki schemat tasowania
uchodzi za amatorski i duzo bardziej profesjonalnie prezentuje sie tzw. riffle
shuffle. W jezyku matematycznym moze on zostaé przedstawiony nastepujaco:
najpierw kazdemu miejscu w talii przyporzadkowujemy 1 lub 0 z réwnymi
prawdopodobiefistwami, a nastepnie na miejscu i-tej ,,jedynki” od goéry
umieszczamy i-ta karte od géry, a na miejscu j-tego ,zera” od dotu j-ta

karte od dotu. Podczas analizy tego sposobu tasowania czesto wygodniej jest
postuzyé si¢ prostszym opisem procedury ,odtasowywania”, polegajacej na
losowym przyporzadkowaniu kartom 0 i 1, a nastepnie umieszczeniu bloku kart
jedynkowych” przed blokiem kart ,zerowych”.

Profesor Persi Diaconis, ktéry zajmuje sie ta tematyka, pokazuje w swoich
artykutach, ze overhand shuffle wymaga $rednio 10 000 ruchéw do dobrego
potasowania, zatem przedstawiony przez nas pozornie naiwny sposéb tasowania
jest lepszy od tego, jakim posluguje sie wiele 0oséb (przynajmniej w opisanym
przez nas sensie). Z drugiej strony, tym, ktérzy stosuja riffle shuffle, wystarczy
$rednio 7 ruchdéw, aby tasowanie bylo dobre. Warto zatem nauczy¢ sie tego
sposobu tasowania, nie tylko ze wzgledu na jego efektownosc.

Na koniec kilka uzupetnien. Powyzej opisaliSmy losowy czas T', po ktérym
rozklad potasowanej talii (na pewno!) bedzie jednostajny. W teorii taki

czas nazywamy mocnym czasem jednostajnym (ang. strong uniform time).
Wyznaczanie jego $redniej stanowi dopiero poczatek rozwazan. Celem wielu
wspolczesnych analiz jest znalezienie takiej liczby tasowan, ktora z duzym
prawdopodobienstwem pozwoli osiagnaé ,,wystarczajaco dobre” potasowanie
(tzn. chcemy, aby po ustalonym czasie uzyskany rozklad prawdopodobienstwa
byl odpowiednio bliski rozkladowi jednostajnemu) — w tej sytuacji méwi sie

o czasie mieszania (ang. mizing time).

Udanych tasowan i rozdan!
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