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Od rysowania kopert do otwierania sejfow
Joanna JASZUNSKA

Ktére z rysunkéw 1 (a), (b), (c) da sie narysowaé bez odrywania oléwka
od kartki i bez rysowania ponownie wzdluz narysowanej juz linii?

Te obrazki to grafy, czyli kropki (wierzcholki) polaczone kreskami (krawedziami),
a liczbe schodzacych sie w wierzchotku koncéw krawedzi nazywamy jego

stopniem. Rozwazamy tylko grafy spdjne (w jednym kawalku) i o skoriczenie
wielu wierzchotkach i krawedziach.

»Przechodzac” oléwkiem przez wierzcholek grafu, rysujemy zawsze dwie
koncéwki krawedzi — wchodzaca i wychodzaca. Aby zatem rysunek mogt

powstaé¢ jednym pociagnieciem otéwka, w kazdym wierzchotku liczba koricow
krawedzi musi by¢ parzysta z wyjatkiem byé moze dwoch wierzchotkow:
poczatkowego i koncowego. Jesli dodatkowo chcemy wréci¢ do punktu wyjscia,
wyjatkéw tych byé nie moze. Zamknieta koperta (rys. 1 (b)) ma cztery

Rys. 1 (a), (b), (c). Linie oznaczone
strzatkami mozna rysowac tylko zgodnie

z ich kierunkiem. olowka.

wierzchotki stopnia trzy, wiec nie da sie jej narysowaé jednym pociggnieciem

Grafy, ktére da sie w opisany sposOb narysowacé, nazywamy grafami Eulera,

a $lad oléwka odpowiednio drogg (jesli korice sa rézne) lub cyklem Eulera (jesli
korice sie pokrywaja). Okazuje sig, ze sformulowany powyzej warunek konieczny
jest rowniez dostateczny i zachodzi nastepujace twierdzenie.

Warto poréwnaé to twierdzenie
z opisanymi w poprzednim deltoidzie
czarno-bialymi mapami.

Twierdzenie Eulera. Graf ma cykl Fulera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego
wierzcholek ma stopien parzysty. Graf ma droge Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy

ma dokladne dwa wierzcholki stopnia nieparzystego.

Analogicznie graf skierowany (ze strzatkami na krawedziach) ma cykl Eulera
wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym wierzchotku liczba krawedzi wychodzacych
réwna jest liczbie krawedzi wchodzacych.

A czy istnieje graf o dokladnie jednym wierzchotku stopnia nieparzystego?

Mamy sejf otwierany czterocyfrowym, nieznanym nam
kodem. Sprawdzenie po kolei wszystkich kodéw od 0000
do 9999 wymagatoby wcisniecia 40000 cyfr. Jednak
mozna mniej sie¢ nameczy¢. Ot6z drzwi otworzg sie, gdy
ostatnie cztery sposréd wprowadzonych cyfr utworza
wlasciwy kod, wiec na przyktad wcisniecie kolejno cyfr
1, 2, 3, 4, 5 sprawdza dwa kody: 1234 i 2345.

Pokazemy, ze istnieje taki ciag 10003 cyfr (zwany
ciggiem de Bruijna), w ktérym kazda czwérka kolejnych
cyfr jest inna. Oznacza to, ze wcisniecie w tej wlasnie
kolejnosci 10003 przyciskow pozwoli na sprawdzenie
wszystkich 10000 potencjalnych kodéw i otwarcie sejfu.
Szybciej sie nie da (chyba ze zgadniemy kod)!
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Rys. 2. Przykladowy wierzchotlek i jego krawedzie.

Rozwazmy graf (rys. 2), ktérego wierzcholkami sa tréjki
cyfr od 000 do 999 (odpowiadaja one ostatnim trzem
nacisnigtym przyciskom). Z kazdego z nich wychodzi
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10 skierowanych krawedzi, podpisanych cyframi od 0

do 9 (jest ich zatem 1000 x 10 i odpowiadaja one kodom:
trzy cyfry wierzchotka i wtasnie naciskana czwarta cyfra
z krawedzi). Kazda krawedZ prowadzi do wierzchotka
odpowiadajacego aktualnej trojce ostatnio nacisnietych
cyfr. Wobec tego rowniez do kazdego wierzchotka
wchodzi po 10 krawedzi.

Skoro w tym grafie liczba krawedzi wchodzacych

do kazdego wierzcholka jest réwna liczbie jego krawedzi
wychodzacych, to istnieje cykl Eulera. Rysujac graf
zgodnie z tym cyklem i notujac wierzcholek poczatkowy
oraz cyfry z kolejnych krawedzi, otrzymamy poszukiwany
ciag de Bruijna zawierajacy wszystkie kody.

Prostszy wariant powyzszego problemu ilustruje
rysunek 3, ktéry przedstawia graf i cykl Eulera dla sejfu
z trzycyfrowym kodem zlozonym z cyfr 0 i 1. Cykl ten
daje ciag de Bruijna 0111010001 i tatwo sprawdzi¢,

ze faktycznie kazda tréjka kolejnych zer i jedynek
wystepuje w tym ciggu dokladnie jeden raz.

Rys. 3



