Rozwigzanie zadania M 1519.

Niech d bedzie poczatkows cyfra kazdej
z liczb 2™ i 9 - 5™. Przypusémy ponadto,
ze liczba 2™ ma k + 1 cyfr, a liczba 9 - 5"
ma £ + 1 cyfr (ki £ to liczby catkowite
nieujemne). Wéwczas

d-10F < 2™ < (d+1)- 10"
oraz
d-10° < 9.5 < (d+1)-10".
Wymnazajac powyzsze nieréwnosci,
uzyskujemy
d* 10" < 9. 10" < (d+ 1) - 1057,
skad
d* <9-10" " < (d+ 1)
Wobec nieréwnoéci 1 < d < 9 mamy wiec
n—k—+£¢€{0,1}, a zatem )
d? <9 < (d+ 1) lub d? < 90 < (d + 1)2.
Tylko w drugim przypadku istnieje
rozwigzanie: d = 9.
Mozna sprawdzi¢ (na przyklad za pomoca
komputera), ze n = 53 jest najmniejsza
liczba spelniajaca warunki zadania.
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Maszyna réznicowa
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

Dlaczego w szkole tak duzo uczymy sie o wielomianach? Sa dwa podstawowe
powody. Pierwszy z nich — catkiem zrozumialy — po prostu jest to niemal
najwieksza klasa funkcji, ktorych wartosci umiemy obliczaé. Potrafimy jeszcze
dzieli¢ wartosci wielomiandw, ale z pozostalymi funkcjami, ktére wystepuja

w programie szkolnym, a pdzniej na studiach, w zasadzie mielibySmy sporo
probleméw. Co by bylo, gdybyémy, porwani przez jakich$ wrogich, a poteznych
Marsjan, zostali postawieni w takiej sytuacji: ludzko$é¢ zostanie ocalona, jesli
wykazemy si¢ odpowiednia inteligencja matematyczna i, dysponujac jedynie
kartka papieru i oléwkiem, obliczymy w ciagu jednego dnia wartos¢ sin 1°

z dokladnoscia do 10 cyfr po przecinku? Kto z absolwentow liceéw poradzitby
sobie z takim wyzwaniem? Chyba niewielu Czytelnikow potrafiloby az z taka
dokladnoscia wyznaczy¢ poprawng wartosé: 0,0174524064. Na pewno nie za
pomoca cyrkla, linijki i oléwka. Zreszta podobnie trudno by bylo, gdyby ci
podli Marsjanie kazali nam obliczy¢ np. log, 10 czy 27 z ta sama dokladnoscia.
Powstaje pytanie: jak sobie radzili z tymi problemami nasi poprzednicy, ktérzy
wieki temu drukowali tabele réznych funkcji matematycznych: pierwiastkéw,
sinusow i logarytméw z zaskakujaco dobrymi doktadnosciami, siegajacymi nieraz
8 cyfr znaczacych?

Dochodzimy tu do drugiej niezwyklej wlasnosci wielomianéw. Otéz, o czym
dowiaduja sie studenci pierwszego roku kierunkéw Scistych, wielomiany maja
jeszcze jedna sympatyczng wlasnosé. Za ich pomoca mozemy dowolnie doktadnie
przybliza¢ wszystkie funkcje dostatecznie gltadkie, czyli takie, ktérych wykres
jest linia ciagla bez zadnych zalaman (konkretnie funkcje klasy C*°, czyli
nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalne), a do nich naleza wlagnie funkcje
trygonometryczne, logarytmy, funkcje wykladnicze. Konkretnie: w kazdym
skonczonym przedziale mozemy tak dobraé¢ wspotczynniki wielomianu, zeby
wartosci w tym przedziale réznilty sie od wartodci interesujacej nas funkcji
o mniej, niz z géry zadana warto$é. Dla funkcji sinus i dla przedziatu [0, 7 /4]
wystarczy wzia¢ wielomian
P(x) :z—1x3+ix57 ! "+ ! ) — L z ;ajm
6 120 5040 362880 39916800 6227020800
(w tym wzorze w mianownikach mamy silnie wyktadnikéw, a x jest podane
w mierze lukowej), aby otrzymaé wartosci sinx z dokladnoscia do 10 cyfr
dziesietnych po przecinku dla kazdego x z tego przedziatu. Znajac ten wzor
i dysponujac paroma godzinami, na pewno bySmy sobie z marsjanskim
problemem poradzili.

No to do roboty! Jak jednak wyznaczyé¢ wiele wartosci wielomianu tak,

aby sie jak najmniej napracowaé¢? Postawmy sie w sytuacji autora tabel
matematycznych dwa wieki temu — nie mamy komputeréw, chcemy osiagnaé
duza dokladnosé i obliczyé¢ wartosci takiej funkcji, jak sinus, powiedzmy, co
ot radiana. Ile trzeba bedzie wykona¢ mnozen? One w kofcu sprawiaja wiecej
ktopotu niz dodawanie i odejmowanie. Powiedzmy, ze zajmiemy si¢ wielomianem
stopnia n, postaci P(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,z". Na pierwszy rzut oka
wyglada na to, ze dla kazdej wartosci x trzeba obliczy¢ wszystkie potegi x

od 2 do n, co kosztuje n — 1 mnozen, potem otrzymane wartoéci #* przemnozy¢é
przez wspdtezynniki ay dla k = 1,...,n (kolejne n mnozen) i uzyskane liczby
zsumowac. Razem mamy wiec 2n — 1 mnozen i n dodawan.

Doéé tatwo mozna ten wynik poprawié, stosujac schemat Hornera. Jesli
przedstawimy nasz wielomian w postaci

P(z) =ap+ z(a1 + z(ag + 2(. .. + 2(apn—1 + xay)...))),

woéwcezas — o dziwo! — liczba mnozert spadnie nam do n, a liczba dodawan sie
nie zmieni. W tej metodzie obliczenia zaczynamy od wewnatrz: mnozymy x
przez a.,, dodajemy a,_1, mnozymy przez x, dodajemy a,_o itd., az dodamy
na koncu ag. Wydaje sig, ze tego wyniku poprawi¢ juz nie mozna.
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Rozwigzanie zadania M 1520.

Niech D bedzie takim punktem

w przestrzeni, ze czworos$cian ABCD jest
foremny. Woéwczas trojkat DKC jest
przystajacy do tréjkata AKC, gdyz jest
jego obrazem przy obrocie wokél prostej
BC przeprowadzajacym punkt A na
punkt D. Wobec tego AK = DK.

W pelni analogicznie uzasadniamy
przystawanie par tréjkatéw DLA, BLA
oraz DM B, CM B i wynikajace stad
réwnosci BL = DL oraz CM = DM.
Za P wystarczy teraz przyjac¢ obraz
punktu D przy takim obrocie wokét
prostej £, ktory posyta D w plaszczyzne
tréjkata ABC (sa dwa takie punkty).

w

Rozwigzanie zadania M 1521.
Udowodnimy, ze n jest szukang
najmniejsza liczba pél.

Zauwazmy najpierw, ze jezeli poczatkowo
zarazonych bedzie n pdl znajdujacych sig
na jednej z przekatnych tablicy, to po

n — 1 sekundach wszystkie pola tablicy
beda zarazone.

start pols po2s po3s

Przypusémy, ze poczatkowo zarazonych
jest k < n pél. Odcinkiem granicznym
nazwijmy odcinek bedacy bokiem
doktadnie jednego zarazonego pola.
Zauwazmy, ze zainfekowanie nowego pola
P nie zmienia liczby odcinkéw
granicznych lub zmniejsza ich liczbe
(jezeli w danej sekundzie ktérys z dotad
niezainfekowanych sasiadéw pola P
réwniez staje si¢ zarazony) w kazdym
razie liczba odcinkéw granicznych si¢ nie
zwigksza.

P P P P

Poczatkowo liczba odcinkéw granicznych
jest rowna co najwyzej 4k, a w sytuacji,
gdy wszystkie pola sa zarazone, jest
réwna obwodowi tablicy, czyli 4n.
Poniewaz 4k < 4n, wigc nie jest mozliwe
zarazenie wszystkich pél.

A jednak! Przedstawimy teraz sposob, za pomoca ktorego bedziemy obliczali
warto$ci wielomianu w kolejnych liczbach, nie wykonujac, poza kilkoma
poczatkowymi wartosciami, zadnego mnozenia! Metode zilustrujemy na
przyktadzie konkretnego wielomianu V (z) = 223 — 2% — 4z + 7. Bedziemy
wyznaczali wartosci tego wielomianu dla kolejnych liczb naturalnych. Pierwsze
cztery wartosci to, dla x = 0,1, 2,3, odpowiednio 7,4, 11,40, co obliczamy

w pamieci lub schematem Hornera.

Teraz pora na magie. Obliczmy réznice miedzy tymi wartosciami: beda to
kolejno liczby —3,7,29. Powtérzmy to jeszcze raz, tym razem dla tych trzech
wartosci: 10, 22. Na koniec jeszcze raz obliczmy réznice migdzy tymi dwiema
wartodciami: 12. Zapamictajmy te wartosé, bedziemy z niej wielokrotnie
korzystaé. Jestedmy juz przygotowani do wyznaczenia wartosci V' (4) za pomoca
3 dodawan. Skupiamy sie na ostatnich wartosciach z przedstawionych tutaj
ciagdw, zapisanych w odwrotnej kolejnosci, czyli 12,22, 29, 40. Dalsze trzy
warto$ci otrzymamy, sumujac je w nastepujacy sposob: 12+ 22 = 34, 34+ 29 = 63,
63 + 40 = 103. Ostatnia otrzymana warto$¢ to wlasnie V' (4). Teraz, zeby
otrzymaé V' (5), powtarzamy nasz algorytm dla wlasnie wygenerowanych

liczb, zaczynajac od tej samej dwunastki, co poprzednio i dostajemy kolejno

12 + 34 = 46, 46 + 63 = 109, 109 + 103 = 212, wiec V(5) = 212. Biorac znowu
dwunastke i sumujac ostatnio otrzymane wyniki, otrzymamy kolejno wartosci
58,167,379, z ktérych ostatnia liczba jest, jak sie juz domyslamy, réwna V(6).
Nastepnie ta sama metoda wyznaczamy po kolei V(7),V(8),V(9)..., za kazdym
razem wykonujac tylko trzy dodawania i zadnego mmnozenia!

Co sie tu dzieje? Wszystko dzieki niepozornemu operatorowi réznicy skonczonej,
ktéry oznaczymy przez A. Ten operator dziala na wielomianach i tworzy z nich
nowe wielomiany wedlug nastepujacego wzoru: A(P(x)) = P(z + 1) — P(z) dla
dowolnego wielomianu P(x). Czyli dla kazdego argumentu = warto$é¢ A(P(z))
jest rowna przyrostowi wartosci wielomianu, gdy argument zwigkszymy o 1.
Obliczmy zatem dla naszego wielomianu

AV@E))=2@+1)°3—-(@+1)2—4e+1)+7-22° 42 +420 -7 =
= 622 + 4z — 3.

Okazuje sie, ze otrzymaliémy wielomian stopnia o jeden nizszego niz oryginal.
Chwila zastanowienia i widzimy, ze tak bedzie dla kazdego wielomianu trzeciego
stopnia. Operator A, dziatajac na taki wielomian, zmniejszy jego stopien do
kwadratowego. I ogélnie, jesli wielomian P(x) jest stopnia n, to A(P(z)) bedzie
wielomianem stopnia n — 1. Mozna to sprawdzié¢, rozwijajac P(z + 1) ze wzoru
dwumianowego Newtona; wspdélczynnik przy najwyzszej potedze to a,, wiec
wyraz z x™ skréci sie przy odjeciu P(x). Jeszcze krétki namyst i zobaczymy, ze
wspélezynnikiem przy najwyzszej potedze (czyli przy 2"~ 1) wielomianu A(P(x))
bedzie n - a,.

Wprowadzmy teraz potegi operatora A ze wzgledu na skladanie. Ustalmy,

ze AU jest operatorem identycznosciowym, czyli z definicji A°(P(z)) = P(x).
Przyjmijmy, ze A"T(P(x)) = A(A™(P(x))) dla n > 0. Co sig stanie, jesli
bedziemy iterowaé operator A dla wielomianu P(x)? Pierwsza iteracja — to juz
wiemy — bedzie wielomianem stopnia n — 1 o wspolczynniku przy najwyzszej
potedze rownym na,,. Druga — wielomianem stopnia n — 2 z najwyzszym
wspdélezynnikiem réwnym n(n — 1)a,,, trzecia da nam wielomian stopnia n — 3
o najwyzszym wspoélczynniku réwnym n(n — 1)(n — 2)a, i tak dalej, az

w koricu n-ta iteracja, czyli A" (P(x)) bedzie wielomianem stopnia zerowego

o wspOlezynniku przy najwyzszej potedze (czyli wyrazie stalym) réwnym
nn—1)-...-2-1-a, = nla,. Zatem posta¢ wielomianu A™(P(x)) zalezy jedynie
od stopnia tego wielomianu i od wspélezynnika a,,. Jest wigc doéé¢ tatwa do
wyliczenia. Przykladowo, dla naszego wielomianu V() mamy

o AV (x)) =2x3—a? —dx + 17,
o AY(V(2)) =622 + 4z — 3,
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o A?(V(z)) =12z + 10,
e A?(V(z)) =12 (co bylo do przewidzenia od samego poczatku, bo 12 = 3! - 2)
i kolejne iteracje A dadza juz tylko wielomiany zerowe.
Teraz pora na najwazniejsze. Widzimy, ze bezposrednio z definicji operatora A
wynika wzor
P(z+1) = P(z) + A(P(z)),
co zapiszemy w dogodniejszej dla dalszych rozwazan postaci
P(z) = P(x — 1)+ AY(P(z - 1)).

Ale AY(P(z — 1)) to tez wielomian zmiennej z, wiec proces mozemy iterowaé, bo
w szezegdlnosci Al(P(x — 1)) = AY(P(x — 2)) + A%(P(z — 2)). Idac tak dalej,
otrzymujemy
P(z) = P(x — 1)+ AY(P(x — 2)) + A*(P(z — 2)) =

=A"(P(z— 1)) + A'(P(z — 2)) + A*(P(z — 3)) + A*(P(z — 3)) = ...

= APz —1)+ AY(P(x —2))+... + A" YP(z —n)) + A"(P(z — n)),
a ostatni wyraz, jak wiemy, réwny jest n! - a,. Widaé wiec, ze do wyznaczenia
wartosci P(x) wystarczy do wartoéci P(z — 1) dodaé¢ wartosci wszystkich i-tych
poteg A dla argumentéw x — i, gdzie ¢ przebiega zbiér {1,...,n}. A te wartosci
mozemy wyznaczaé kolejno, wykonujac n dodawan.

Stwérzmy wiec dla naszego wielomianu V' (z) tabele do kazdego z wytluszczonych elementéw przekatnej
takich wartosci. Zaczniemy od obliczenia ,na piechote”  dodawali jego prawego sasiada i wynik zapisywali pod
wartosci V(0),V(1),V(2),V(3). spodem, wytluszczajac go:

z | V(z) | AN(V(z)) | A*(V(2)) | A%(V(2)) z | V(z) | AY(V(2) | A*(V(2)) | A3(V(2))

0 7 7 -3 10 12

1 4 1 4 7 22 12

2 11 2 11 29 34

3 40 3 40 63
Obliczmy teraz wartosci A(V (z)) dla z =0,1,2. 4] 108

Prosze! WykonaliSmy trzy dodawania i mamy warto$é

x| Viz) | AN (V(x) | A2(V(z)) | A3(V(z)) V(4). Jedziemy dalej:
0 7 -3
1] 4 7 x| V(z) | AN(V(2) | A%(V(2)) | A3(V(2))
2 11 29 0 7 -3 10 12
3 40 1 4 7 22 12
2 11 29 34 12
Nastepnie wyznaczmy wartoéci A?(x) dla x = 0, 1; wiecej
. 3 40 63 46
nam nie potrzeba. Od razu wstawmy dla porzadku 12
w miejsce A?(V(z)) dla z = 0 — wiemy, ze bedzie to 4] 103 109
12 = 2- 3!, ale gdybysmy nie dowierzali, zawsze mozemy 5| 212

te warto$¢ uzyskaé z ostatniej wypelnionej kolumny,

odejmujac 10 od 2. I jeszcze V (6), skoro nam tak dobrze idzie:

x| Viz) | AV (V(z A2 (V(z A3(V(x
z | V(z) | AY(V(2) | A%(V(2)) | A%(V(2)) ) ) ) )
0 7 —3 10 12
0 7 -3 10 12
1 4 7 22 12
1 4 7 22
2 11 29 34 12
2 11 29
3 40 63 46 12
3 40
4| 103 109 58
W powyzszej tabeli zostala wyttuszczona przekatna, za 5| 2192 167
pomoca ktorej bedziemy generowali kolejna przekatna. s | 379

Zaczniemy od domys$lnej dwunastki w ostatniej kolumnie
(cata kolumna sklada sie z samych dwunastek), ktéra Dziala! Trzy dodawania i mamy obliczong kolejng
wstawimy dla o = 1. Teraz, poczynajac od gory, bedziemy warto$¢ wielomianu trzeciego stopnia.
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Pamigtajmy, ze na niewymiernych
liczbach praktycznie nie potrafimy
wykonywadé tego typu obliczen. Mozemy
albo robi¢ to symbolicznie, albo po prostu
przyblizaé liczby niewymierne ich
wymiernymi odpowiednikami i dalej juz
jest prosto. I tak zazwyczaj robig to nasze
kalkulatory, komputery i inne urzadzenia,
ktére musza wykonywaé dziatania
arytmetyczne. Stad m,,="3,14, a

V2,="1,41.

(¢ré6dlo zdjgcia: Science Museum)

Pierwsza maszyna réznicowa Babbage’a.

System Chamberlina—Couranta nie jest
jedynym alternatywnym systemem
wyboru komitetow wzgledem systeméw
partyjnych. Zainteresowanym
Czytelnikom polecamy zapoznanie si¢

z systemem pojedynczego glosu
przechodniego oraz z systemami opartymi
o aprobate [2], m.in. z systemem opartym
o proporcjonalng aprobate.

*University of Oxford

No dobra. To byto proste, ale mieliémy sytuacje komfortowa, kiedy to wartosci
wielomianu obliczaliémy dla kolejnych liczb naturalnych. Co by jednak byto,
gdyby argumenty byty wymierne? Otz nic by sie nie zmienito. Okazuje sig,

ze jesli operator A zastapimy operatorem A. dla dowolnego wymiernego
dodatniego ¢ i zdefiniujemy A.(P(z)) = P(z +¢) — P(x), to zachowamy
podstawowa ceche operatora A: zastosowanie tego operatora zmniejsza stopien
wielomianu o 1. To nam wystarcza do tego, zeby powtérzy¢ nasza procedure
dla dowolnego poczatkowego x i dla dowolnego £ > 0. Obliczenie kolejnych M
wartosci dla argumentéw rézniacych sie o z goéry ustalona stata dla dowolnego
wielomianu stopnia n wymaga zatem obliczenia jego n kolejnych wartosci ,na
piechote”; a nastepnie zastosowania M — n razy naszego schematu, za kazdym
razem wymagajacego jedynie n dodawan, bez wykonywania jakiegokolwiek
mnozenia! Niewiarygodne!

Na to, zeby metode opisana powyzej wykorzysta¢ do budowy maszyny,
przypuszczalnie wpadl jako pierwszy inzynier heskiej armii Johann Helfrich
von Miiller (1742-1830). Pomyst ten rozwinal i czeSciowo zrealizowal angielski
matematyk Charles Babbage (1791-1871). Jest to bohater niezwykly, wizjoner,
tworca modelu komputera w postaci, ktérej praktycznie dzis powszechnie
uzywamy. Zyt dlugo, choé jego zycie nie bylo ustane rézami. Do$é¢ mtodo zostal
profesorem matematyki w Cambridge, gtéwnie za prace w dziedzinie kryptografii
— ciggneto go zawsze w kierunku zastosowan matematyki w informatyce, cho¢
informatyki wtedy jeszcze nie byto. W latach 20. XIX wieku wpadl na pomyst
skonstruowania maszyny, ktéra wykonywaltaby automatycznie dziatania
prowadzace do wyznaczania kolejnych wartosci wielomianéw wedlug podanej
wyzej metody. Sam mechanizm arytmometru byl znany od prawie 200 lat dzieki
konstrukcjom Schickarda, Pascala i Leibniza. Chodzilo o to, zeby ustawi¢ kilka
arytmometréw tak, aby mogtly sobie nawzajem przekazywacé obliczone sumy

w odpowiedniej kolejnosci. Efektem prac Babbage’a byla maszyna réznicowa,
ktorej model przedstawiony jest na zdjeciu obok. Wymagata ona recznego
wykonania poczatkowych czynnoéci. Babbage na tym nie poprzestal. Zaczal
budowe kolejnej wersji maszyny roéznicowej, ktéra bylaby znacznie wigksza

i... nigdy jej nie ukonczyl. Nie dlatego, zeby napotkat jakie$ nieoczekiwane
przeszkody. Po prostu w trakcie prac nad nig wpadl na pomyst, ktéry tak go
pochlonal, Zze zarzucil zaczete prace. Ale jest to temat na osobna historie.

System wyborczy Chamberlina—Couranta
Piotr SKOWRON*

Rozwazmy scenariusz, w ktorym wyborcy glosuja na kandydatéw w celu
wylonienia zwycigskiego komitetu (podzbioru kandydatéw o ustalonej
liczebnosci). Przyktadami takiego scenariusza sa wybory parlamentarne,
wybory samorzadowe, wybory do rad nadzorczych itp. W wielu przypadkach
wynik takich wyboréw zalezy nie tylko od preferencji wyborcow wzgledem
kandydatéw, ale réwniez od systemu wyborczego, czyli od metody uzywanej

do wylaniania zwyciezcow. Rozne systemy wyborcze majg takze rézny wplyw na
pozniejsze zachowanie cztonkéw wybranego komitetu. Przykladowo w systemach
wyboru parlamentu, w ktorych obywatele poérednio lub bezposrednio

glosuja na partie polityczne, istnieje ryzyko, ze wybrani politycy beda silniej
zwigzani z macierzystymi partiami niz z wlasnym elektoratem. Ta obserwacja
zainspirowala dwéch amerykanskich politologéw, Johna Chamberlina i Paula
Couranta, do zaprojektowania nowego systemu wyborczego, alternatywnego do
systemoéw partyjnych [1].
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