Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2017

Rys. 3

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajgc na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegétowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 632, 633
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

632. Dielektryczna kula o promieniu b naladowana jest ze stala gestoscia
objetosciowa p > 0. Wewnatrz kuli znajduje sie uziemiona, metalowa sfera
o promieniu a (rys. 1). Znalezé tadunek indukowany na tej sferze.

633. Cienka soczewka rozpraszajaca o ogniskowej f i zwierciadlo sferyczne
wkleste maja wspdlna o$ optyczna (rys. 2). Srodek zwierciadla znajduje sie

w jednym z ognisk soczewki. Uklad daje rzeczywisty obraz przedmiotu S
umieszczonego w dowolnej odleglosci na prawo od soczewki. Znalezé ogniskowa,
zwierciadla.

Rys. 1 = Rys. 2 \ K

Rozwigzania zadai z numeru 10/2016

Przypominamy tresé zadan:

624. Cigzarek o masie m zawieszony jest w polu ciezkosci na niewazkiej sprezynie o wspétezynniku
sprezystosci k. Diugo$é nierozciagnietej sprezyny jest zaniedbywalna. Sprezyne odchylono do
poziomu, rozciggnieto do dlugosci x¢ i puszczono swobodnie. Znalezé najmniejsza dlugosé sprezyny
podczas ruchu.

625. Na dnie naczynia znajduje sie cienka metalowa plytka, ktérej powierzchnia S jest duzo
mniejsza od powierzchni dna naczynia. W naczyniu znajduje si¢ ciecz o gestosci p i stalej
dielektrycznej €. Wysoko$¢ stupa cieczy jest duzo mniejsza od rozmiaréw liniowych plytki. O ile
podniesie si¢ ciecz nad plytka, gdy na plytke wprowadzony zostanie tadunek Q7

624. Gdy sprezyna odchylona jest od poziomu o kat «, a jej dlugo$é wynosi
= \/m (rys. 3), sily dzialajace na cigzarek w kierunku poziomym
i pionowym maja postac
Fy, = —klcosao = —kx, F,=mg— klsina =mg— ky.
Ruch ciezarka jest zlozeniem ruchéw harmonicznych
x=Arsin(wt+ 1), y=mg/k+ Aysin(wt + ¢3).

Uwzgledniajac warunki poczatkowe: z(0) = z, y(0) = 0, v;(0) = v,(0) =0,
otrzymujemy
x =xgcoswt, y=mg(l—coswt)/k.

_mg(, @
vy= k o

jest linia prosta. Minimalna dlugo$¢ sprezyny dana jest wzorem
mgxo

[Ap— e —

Tor cigzarka
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2015/16 (po 621 zadaniach)

Michal Kozlik - 3-39,15
Tomasz Rudny - 37,68
Marian FLupiezowiec —  1-35,47
Andrzej Idzik — 11-32,22
Jacek Konieczny - 29,51
Jan Zambrzycki — 30,86
Ryszard Wozniak - 26,62
Krzysztof Magiera - 3-24,30
Karol Lukanowski - 23,89
Bogustaw Mikielewicz — 22,45
Tomasz Wietecha - 11-20,25
Jacek Grela - 13,09
Jacek Piotrowski 2-12,75
Jerzy Witkowski - 3-11,50
Andrzej Nowogrodzki — 3-8,29
Jedrzej Biedrzycki — 7,44

Lista obejmuje uczestnikow, ktorzy
przystali co najmniej jedno rozwiagzanie
zadania z rocznikéw 2014-2016 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie co
najmniej 7 punktéw. Liczba przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz
44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (11),
T. Wietecha (11), J. Lazuka, M. Wéjcicki,
M. Kozlik, J. Witkowski, K. Magiera,

A. Nowogrodzki (jesli uczestnik zdobyt

44 punkty wiecej niz 3 razy, podana
zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski, P. Perkowski,
J. Piotrowski;

»jednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz,

L. Motyka, R. Musial, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

Punktacja zadan
620 (WT =1,6) i 621 (WT = 2,72)
z numeru 6/2016

Jacek Grela (Krakéw) 4,32
Jedrzej Biedrzycki (Strzelce Opolskie) 2,53
Jan Zambrzycki (Bialystok) 2,10
Pawel Kubit (Krakéw) 0,80

625. Natadowana plytka wytwarza pole elektryczne o natezeniu Fg = Q/(20.5).
Na powierzchniach warstwy cieczy nad plytka powstaja tadunki indukowane Q4
oraz (—Q1). Wypadkowe pole nad plytka mozemy zapisaé¢ na dwa sposoby
_Q Q-2
2e0eS 2¢05

Q=21
€

Sila, z jaka tadunek @ na plytce i tladunek indukowany (—@Q1) na dolnej
powierzchni warstwy cieczy dielektrycznej odpychaja tadunek indukowany Q¢
na gornej powierzchni cieczy, dana jest wzorem
(Q-Q1)Q:1 _ @Q*(*-1)

205 T 8gpe2S
Sita ta powoduje podniesienie cieczy nad plytka o x i jest rownowazona
dodatkows sila cigzkosci o wartoéci F' = xSpg. Szukana wysoko$é, na jaka
podniesie si¢ ciecz, wynosi Q2 - 1)

8¢55%pg

k* k *

stad

F:

Tym razem wspdlczynnik trudnosci niektérych zadan z mechaniki okazal sie wigkszy
niz spodziewany. W zadaniu 603 (WT=3,28) koralik zsuwal si¢ bez tarcia po linii
srubowej i nalezalo znalezé warto$¢ jego przyspieszenia po przebyciu okreslonej liczby
zwojow. Niektorzy klubowicze nie zauwazyli, ze sktadowa przyspieszenia, prostopadta
do toru, zwigzana jest z ruchem po okregu i lezy w plaszczyznie poziomej, bo ruch

w pionie jest ruchem prostoliniowym. Zadanie 616 (WT=2,88) dotyczylo ruchu $rodka
masy ukltadu dwéch klockéw potaczonych pionowa, $cidnieta poczatkowo sprezyna.
Tu btedy byly urozmaicone, w szczegdlnosci niepoprawny warunek na oderwanie sie
dolnego klocka, rozwazenie tylko przypadku przed oderwaniem, albo po oderwaniu,
bledne zalozenie, ze po oderwaniu oba klocki poruszaja sie jednakowo. W pelni
poprawne rozwigzania obu wymienionych zadan podat Tomasz Wietecha, przy
czym byty to rozwiazania bardziej ogélne niz wymagane — w zadaniu 603 potrafit
okresli¢ kierunek wektora przyspieszenia w dowolnej chwili, w zadaniu 616 opisat
ruch kazdego z klockow po oderwaniu dolnego, a na koncu wyznaczyl maksymalne
wzniesienie Srodka masy. Wykazat sie przy tym, jak zwykle, imponujaca sprawnoscia
rachunkowa. Powstaje pytanie, czy w naszej zabawie bardziej cenimy takie ogdlne
rozwigzania, czy znacznie prostsze, pomystowe, ale bardziej szczegdlne i chyba nie ma
na to dobrej odpowiedzi.

Pan Wietecha jako jedyny przystal rozwiazanie, w dodatku poprawne, zadania 609
na temat wrzenia na powierzchni rozdziatu dwéch niemieszajacych sie cieczy. I tu
pomytkowo podany zostal przeze mnie wspodtczynnik trudnosci tego zadania WT'=3,
zamiast WT1T'=3,25. Za ten blad przepraszam, a panu Tomaszowi nalezy sie dodatkowo
0,25 pkt.

W zadaniu 610 (WT'=3,85) nalezalo wyznaczy¢ granice suchego obszaru wokot
obracajacego sie ze stala predkoscia katowa mokrego kota. Okazalo sie, ze nie
dla wszystkich bylo oczywiste, ze chodzi o krople odrywajace si¢ od obreczy kota
z predkoscia, jaka maja punkty na jego obwodzie. Zadanie byto bardziej niz inne
skomplikowane rachunkowo, stad, by¢ moze, jego bardzo wysoki wspdélczynnik
trudnosci.

Poprawnego rozwiazania nie doczekalo sie zadanie 613 (WT'=3,7) z optyki, gdzie
nalezato znalez¢ obraz Stonca otrzymany za pomoca uktadu dwoéch zwierciadet
sferycznych i poréwnaé go z obrazem otrzymanym za pomocg soczewki. Czlonkowie
klubu, ktérzy przystali swoje rozwiazania, uznali, ze obrazem Stonca w zwierciadle czy
soczewce jest punkt, czyli zaniedbali rozmiary katowe Stonca widzianego z Ziemi.

Na ogét dobrze wypadaly zadania z elektromagnetyzmu. Najwyzszy wspotczynnik
trudnosci otrzymalo zadanie 617 (WT'=2,5), gdzie nalezalo wyznaczy¢ kat ustawienia
igietki magnetycznej w polu magnetycznym Ziemi i szybko obracajacego sie
przewodzacego pierscienia. Poprawnie rozwiazali to zadanie Michal Kozlik i Tomasz
Wietecha.

7 przyjemnoscig odnotowuje fakt, ze do grona oséb, ktére regularnie przysytajg na ogdt
poprawne rozwiazania, dotaczyl pan Jan Zambrzycki z Biategostoku.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2017

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2015/16

Marek Spychata - 1-42,75
Tomasz Wietecha - 10-42,11
Witold Bednarek - 6-38,72
Franciszek S. Sikorski — 1-38,08
Marek Galecki - 537,76
Zbigniew Skalik - 2-37,76
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Roksana Stowik - 1-36,41
Krzysztof Maziarz - 35,37
Adam Dzedzej ~  2-31,82
Marcin Matogrosz - 1-30,28
Michal Kozlik - 29,50
Michal Miodek - 2-26,32
Patryk Jasniewski - 25,35
Pawel Duch - 1-24,10
Krzysztof Kaminski - 2-22,58
Jerzy Cisto - 12-21,04
Marcin Kasperski - 3-20,98
Bartlomiej Pawlik 19,71
Piotr Lipinski - 1-18,80
Janusz Wojtal - 18,58
Jedrzej Biedrzycki - 17,62

Legenda (przykladowo): stan konta
6-38,72 oznacza, ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (siédmej) rundzie ma
38,72 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
16 punktoéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2014, 2015
lub 2016.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatlecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (13), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (17),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (10), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cisto (12), W. Bednarek (6),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna,
T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Zadania z matematyki nr 735, 736
Redaguje Marcin E. KUCZMA

735. Dana jest liczba dodatnia a < 1. Obliczyé kres gérny zbioru wartosci
wyrazenia a'®% 4+ q®8*  gdy zmienna o przebiega przedzial (0,7/2).

736. Rozwazamy slowa binarne (ciagi zerojedynkowe) dlugosci n. Niech A,
bedzie liczba takich stow, w ktérych nie pojawia sie blok 010, za$ B,, liczba
takich stow, w ktérych w zadnym miejscu blok 00 nie sasiaduje z blokiem 11.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczy¢ wartosé stosunku A,, /B, 41.

Zadanie 736 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2016

Przypominamy tresé zadan:

727. Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi réwnoleglymi do bokéw)
na n? tréjkacikéw o boku 1. Kazdy wierzcholek powstalej siatki (tj. wierzcholek ktéregos tréjkacika)
jest pomalowany na bialo lub czarno. Wykonujemy cigg ruchéw. W jednym ruchu zmieniamy kolor
wszystkich wierzchotkéw, lezacych na jednej linii prostej, zawierajacej bok ktéregos trojkacika.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktérych — wychodzac od stanu: wszystkie
wierzchotki biale — mozna doj$¢ do stanu: dokladnie jeden wierzchotek czarny.

728. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f, bedaca réznowartosciowym odwzorowaniem zbioru
wszystkich liczb dodatnich na ten sam zbidr, i taka, ze jej pochodna jest funkcjg odwrotng do f 7
727. Dla n = 2 wskazany cel da si¢ osiagnaé. W trzech ruchach wybieramy
proste zawierajace boki duzego tréjkata. Jego wierzcholki pozostang biale
(kazdy zmieni kolor dwukrotnie), za$ srodki bokdéw stang sie czarne. Teraz

w jednym ruchu zmieniamy kolor dwoch z tych srodkéw z powrotem na bialy.
Pozostaje jeden punkt czarny.

Takze dla n = 3 mozna uzyskaé¢ wymagany stan. Jak poprzednio, w trzech
ruchach bierzemy proste, zawierajace boki duzego tréjkata. Jego wierzchotki

i jego $rodek stana sie biate, pozostate punkty siatki stana sie czarne.

W kolejnych trzech ruchach bierzemy proste réwnolegle do bokéw duzego
tréjkata i przechodzace przez jego srodek. Czarne punkty wybiela sie, a punkt
w $rodku sie zaczerni.

Natomiast dla n > 3 nie da sie! W trdjce punktéow, bedacych wierzchotkami
duzego tréjkata, po kazdym ruchu jest parzysta liczba czarnych punktow

(0 lub 2). Zaden z tej tréjki nie moze wiec byé owym punktem, ktéry w pewnym
momencie mialby sta¢ si¢ jedynym czarnym.

Kazdy inny punkt siatki jest elementem pewnej szostki punktow, tworzacych
sze$ciokat foremny o boku 1. Réwniez i w takiej szostce kazdy ruch powoduje
zmiane koloru doktadnie dwéch punktéw, wiec niezmiennie jest w niej parzysta
liczba czarnych punktéw (0, 2, 4, 6). Pojedynczy czarny punkt pojawié sie nie
moze.

728. Sprébujmy poszukaé rozwiazania wéroéd funkeji postaci f(z) = AxP
(motywacja: zaréwno pochodna, jak i funkcja odwrotna do takiej funkcji, tez
ma taka postaé¢ — préba ma szanse powodzenia). Gdy stale A, p sa dodatnie,
funkcja f(z) = AxP jest $cile rosnaca i przeksztalca przedzial (0,00) na ten
sam przedzial. Dla ustalonej wartosci x > 0 rozwiazujemy réwnanie f(t) = x
(z niewiadomgy t), otrzymujac t = A~/PzY/P. Tak wicc

fY () = A= Yrgt/p, ponadto f'(z) = ApaP~'.
Aby funkcje f=1 i f’ byly identyczne, wystarczy, by parametry dodatnie A, p

spelniaty réwnania {

A_l/p:Ap, - =p-1
p

Drugie réwnanie ma w liczbach dodatnich jedyne rozwiazanie p = (v/5 +1)/2.
Dla tej stalej p pierwsze réwnanie przybiera forme A'~P = Ap, z rozwigzaniem
A=p /P =p'=P  Funkcja f(xr)= AaP 7z tymi parametrami ma wymagana
wlasnosé.

[Dla dociekliwych — pytanie: czy to jedyna taka funkcja? Jesli nie — jak znalezé
wszystkie?|
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,

A. Czornik, A. Daniluk, A. Dzedzej,

J. Fiett, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, G. Karpowicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, J. Mikuta, M. Miodek,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, Z. Skalik, S. Solecki,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, P. Duch, P. Figurny,
M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, A. Jé6zwik, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,

P. Lipinski, P. Lizak, P. Labedzki,

M. Lupiezowiec, W. Maciak,

M. Malogrosz, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, R. Stowik, A. Smolczyk,

P. Sobczak, M. Spychata, Z. Surduka,

T. Szymeczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Marcin Matogrosz: Ustalmy liczby dodatnie a, 3,
spehiajace warunki: 3a < as, @ <Inas, 8 > 2, 8 > as/bs;

indukcyjnie dowodzimy, ze

(5) an<an <B-bn

Krok indukcyjny dla lewej nieréwnosci jest bardzo tatwy; dla
prawej — wymaga paru przeksztatcen, z ktérych wynotujemy

kluczowe kroki:

(6)  ant1 =B but1 < B (bn —bpt1) +1In(B-bn) =
:ﬁ-n(lnn—ln(n—i—l)) +Ing+
+lnn+Inlnn—Bln(n+1) <
<(1-B)lnn+mmpB+Inlnn <0.

Dokonczenie rozumowania ze wzoru Stolza

dla n > 3.

Teraz, jak co roku, wybrane zadania w skrétowym oméwieniu. Wiec gtéwnie te,
gdzie wspélczynnik trudnosci (WT') jest wysoki, a liczba poprawnych rozwiazan
(LPR) niewielka. Ten ostatni skrét jest nieco mylacy — chodzi raczej o liczbe
uczestnikéw, ktérzy poprawnie rozwigzali zadanie; gdy ktos przystal dwa dobre
rozwigzania, wowczas ,liczba rozwiazan”, rozumiana dostownie, jest wigksza od
przyjetej wartoéci LPR, zliczajacej autoréw dobrych prac. Z taka wlasnie sytuacja
mamy do czynienia w zadaniu, od ktérego rozpoczynamy omdwienie.

x Kk
Zadanie 710. [ao > 1, ant1 = an + Inan; by =nlnn = a, ~ b, (tj. an/by — 1)]
(WT=3,44; LPR=3). Zadanie zaproponowal pan Tomasz Ordowski,
z heurystycznym argumentem na poparcie tezy. Obecnie mamy pieé rozwiazan (dwa
od jednego autora). Firmowe (redaktora ligi) przebija zawilodcia wszystkie pozostale.
Zgrabniejsze sa trzy dowody z dwustronnym szacowaniem ciagu (a,). Ukazemy je
w skrécie; uzasadnienia nieréwnoéci (2), (3), (6), (7) nie sa natychmiastowe, ale
i niezbyt trudne — to rutynowe ¢wiczenia na pierwszym roku studiow.

Jerzy Cisto: a, =ao+ (Inap + ... +1nan_1), skad
1)

nlnag < an < ap +nlnany,

(2)  an> iln(klnao) = ln((n — 1)!) +(n—1)Inlnag > (n — 1)(ln(n -1) - A)
k=1

dla pewnej statej A > 0. Skoro za$ an < 2an—_1, zatem a,, < 2"ag, i wobec (1):
an < Bn? dla pewnej stalej B > 0. Stosujac jeszcze dwa razy prawg nieréwnosé (1),
znajdujemy stata C' > 0, dla ktérej, kolejno,

(3) an < ao +In(Bn?) < Cnlnn,
(4) an < ap+nln(Cnlnn) =ao+n(lnC +Inn + Inlnn).

Ciagi uzyskane po prawych stronach (2) i (4) sa ~ by; teza.

D, q, by apt17 > bi7, ¢q > ao, i przez indukcje dostajemy

z zalezno$ci (7) oszacowania a, > b,—p dla n > p + 17 oraz
an < Cntq dlan > 0. To juz teza, bo ¢, ~ by.

Te trzy rozwiazania maja wiele wspdélnych elementéw.
Czwarte jest odmienne, i tez efektowne:

Janusz Olszewski: Funkcja f(z) =z/Ilnz jest wklesla
w przedziale (e?, c0), totez

Jlant1) = flan)

gdy an, > e?.
An+1 — An

flan1) < < f'(an)

Oznaczajac g(z) = f'(z)Inz, rn = f(ant1) — fan),

0n = (Inan)/(Inant+1), przepisujemy to oszacowanie
jako Ong(ant1) < rn < g(an); zatem r, — 1 (bo 6, — 1,
g(z) — 1 przy © — 00). Stad

(z wykorzystaniem asymptotyki b,+1 — by, ~ Inn):

An+1 — Qn

= lim

. Qn
lim —

= lim

flan) = f(ao)

Ina, ] :ro+...+rn_1_>1.

bn bn+1 - bn o
ostatnia réwnosé¢ wynika wprost z (5).

Janusz Olszewski: ant1 = ¢(ay), gdzie ¢(z) =z + Inz;

niech ¢, = nlnb,; woéwczas

(7) bpt1 < @(bn) dla n > 17,

cnt1 > p(cn)

:17 n n
Inn

Tak wigc Ay, = —f(fl") =1, pn = 71"1{1(2") =142 7,
wobec czego A, i, — 1. Koniec, bo
an  lnap—Inlna, an

/\"“":H ~ =

Inanp [

Zadanie 711. [Czy istnieje permutacja x1,x2,... zbioru N

da n21; Glasnosei: nlzy + ..+ a7 (WT=2,07; LPR=14).

pierwsza z tych nieréwnosci sprowadza sie do

(1+ 2)"! <Inn (prawda dla n > 17); druga — po
wprowadzenieu wyrazen definiujacych ¢, i by, oblozeniu
obu stron funkcjg exp i po nietrudnych przeksztalceniach
przybiera postaé

n+1 n+1
<1+1> (ln(n+1)) -
n Inn

— prawda, bo lewa strona jest wieksza od e, a prawa
mniejsza od 2. Teraz znajdujemy takie liczby naturalne

Inn+Inlnn
Inn
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Zasadniczo dwie metody, obie licznie reprezentowane.

Albo, jak w firmowym, dotaczanie po dwa wyrazy, albo
dotaczanie jednego wyrazu — najmniejszej liczby jeszcze nie
wykorzystanej, a spetniajacej wymagany warunek; jest to
albo érednia arytmetyczna wczesniejszych wyrazéw, albo
nastepna dobra liczba. Ciag jest obecny w OEIS (A019444),
konstrukcja ta druga metoda (algorytm ,zachlanny”),
wszelako bez doktadnych uzasadnien; przy odwotaniu do
OEIS, uzupelnienie uzasadnienr byto niezbedne dla oceny
maksymalne;j.



Zadanie 713. [Czworokat ABCD; okregi (ABP), (CDQ)
styczne do CD i do AB w punktach P i @Q; ich wspdlna
cieciwa polowi PQ = AD|BC| (WT=3,51; LPR=3).
Dobre rozwigznia: J. Olszewski, J. Wegrecki (identyczne
z firmowym) oraz (do$¢ podobnie) T. Wietecha; byto
jeszcze jedno rozumowanie, rozpoczete obiecujaco, ale bez
kluczowego uzasadnienia.

Zadanie 715. [Dane A, B € N, A # B = zbiér NU {0}

jest suma roztacznych przesunieé zbioréw {—A,0, B},
{—-B,0,A}] (WT=2,20; LPR=T7). J. Cisto, M. Miodek,
J. Olszewski, R. Stowik podali ten sam algorytm,

co i rozwigzanie firmowe; M. Malogrosz — algorytm

nieco bardziej skomplikowany (w kazdym kroku
modyfikacja wstecz), ale tez bezbledny. Dwaj uczestnicy
zwrécili uwage, ze zagadnienie jest znane: A. Dzedzej
wskazal jego obecno$é nawet w ksiazce popularnej:

R. Honsberger, Mathematical Gems II (MAA 1976)

oraz zacytowal prace: A. D. Meyerowitz, Tilings in 7

with triples (J. Combin. Th. A 48 (1988), 229-235)
(www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316588900088);
za$ P. Kumor — te¢ samg prace, a ponadto prace:

B. Gordon, Tilings of lattice points in Fuclidean

n-space (Discrete Math. 29 (1980), 169-174)
(www.sciencedirect.com/science/article/pii/0012365X80900047).
Mozna sie z nich dowiedzieé, ze krate Z" (i pewne jej
podzbiory) da sie pokry¢ roztacznymi przystajacymi
kopiami dowolnego zbioru trdjelementowego; a dla n =1
zapoznac sie z zagadnieniem, jak krétki blok kolejnych liczb
caltkowitych daje sie pokry¢ zbiorami z zadania (dalsze
odsylacze bibliograficzne w cytowanych pracach).

Zadanie 716. [a, b, c — boki trojkata =

chkl(aQb + ab® — abe)'/? > ta+b+ ¢)®/?; stala 1
optymalna] (WT=1,85; LPR=10). Sporo dobrych rozwiazan,
w wigkszosci opartych na rozwazaniach geometrycznych. Idac
ta Sciezka, Piotr Kumor uzyskal wzmocnienie tezy: réznica
miedzy lewa a prawa strona nieréwnosci jest > Cr3/2, gdzie
r to promien okregu wpisanego, zas C jest stala, dajaca
réwnosé w przypadku tréjkata réwnobocznego; zauwazyt tez,
ze analogiczna nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych n-katéw
(n > 3), majacych okrag wpisany.

Zadanie 717. [AABC: |¥C| =2"|xA|;
CD — dwusieczna (xC); S — s$rodek
okregu stycznego (zewn.) do okregéw
(ACD), (BCD) i do pétprostej CA™

= AB 1 CS| (WT=3,70; LPR=1).
Tylko jedno rozwiazanie: Janusz
Olszewski; przy tym zupelnie odmienne
od firmowego:

Jak w firméwcee, oznaczmy przez ki
okrag o $rodku S, okreslony w zadaniu,
a przez kg, ks — okregi (ACD), (BCD);
punkty stycznosci E, F, G — jak na
rysunku. Z zalozenia |XC| =2 - |xA|
wynika, ze prosta BC' jest styczna

do kg oraz ze proste styczne do ks, ks

7 zaleznosci katowych tatwo teraz zobaczy¢, ze

AFBA ~ ADBG, skad |BF|- |BG| = |BA| - |BD|, czyli

B lezy na osi potegowej okregdéw ki i ka2; prosta BE jest

ich wspélna styczna. Zatem prosta C'E jest biegunowa
punktu B wzgledem k2. W odwzorowaniu ¢ nie zmienia ona
potozenia — jest wiec takze biegunowa punktu B’ = ¢(B)
wzgledem k1. Z dualno$ci biegunowych wynika teraz, ze B’
lezy na biegunowej punktu C' wzgledem k;. Punkt F' rowniez
na niej lezy. Wobec tego B'F 1 CS. Pozostaje zauwazyé, ze
B'F||BD (bo F = ¢(D)). Pigknie!

Zadanie 721. [AABC; D, E,F — punkty stycznosci

bokéw z okregami dopisanymi = [DEF]|: [ABC| =r: 2R]
(WT=2,44; LPR=10). Réwniez i to zadanie okazalo

sie znane lepiej, niz moglibySmy sobie zyczy¢.

Rozwigzanie firmowe polegalo na wyprowadzeniu wzoru
(*): [DEF]:[ABC] = 2uwvw : abc (gdzie a = |BC/,

u = |BD|; D € BC (& cykl)); prace wszystkich uczestnikéw
tez — mniej lub bardziej wyraznie — do tej rownoéci sie
sprowadzaja.

W XXXVII O.M. wzér (%) pojawia si¢ w rozwigzaniu
firmowym zadania II-6, i to przy (stabszym) zalozeniu,

ze odcinki AD, BE, C'F jedynie maja punkt wspélny

(D, E, F to niekoniecznie punkty z naszego zadania). Ale

— jak zauwazyl Tomasz Wietecha — juz w XVI O.M.
zadanie I11-5 miato teze jeszcze ogdlniejsza: gdy D, E, F

to dowolne punkty na odpowiednich bokach, wowczas
[DEF]: [ABC] = (uvw +(a—u)(b—v)(c— w)) : (abe); gdy
dziala twierdzenie Cevy, daje to wzér (). Pawel Kubit, dla
odmiany, odestat do ksigzki: S. 1. Zetel, Geometria tréjkata,
gdzie (w rozwazaniach ilustrujacych twierdzenie Van Aubela)
takze mozna znalezé réwnowazna postaé¢ wzoru (x) dla
przypadku objetego twierdzeniem Cevy.

Nie pierwszy to raz, i z pewnoscia nie ostatni, gdy zadanie
ligowe dla wyjadaczy okazuje si¢ folklorem. Na przyktad:

Zadanie 723. [(F,) — ciag Fibonacciego; czy

Va,r3In: F, =a (modr)? (WT=1,33; LPR=16).
Banalne kontrprzyktady: » = 8,11,12,13,16 i wiele innych.
P. Kumor - interesujacy odsytacz: S. A. Burr, On moduli
for which the Fibonacci sequence contains a complete
system of residues, Fibonacci Q-ly 9 (1971), 497-504
(www.mathstat.dal.ca/FQ/Scanned/9-5/burr.pdf).

w punktach D i B sg [|[AC. Zatem
jednoktadnos$é ¢ o srodku E, ktéra
przeksztalca okrag ko na ki, przeprowadza
pierwszg, z tych stycznych na prostg AC;
za$ jednokladnosé o érodku G, ktora
przeksztalca okrag ks na ki, przeprowadza
druga z tych stycznych na AC; tak wiec
EeFD,GeFB.
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