Dla tych, ktorzy maja cienn watpliwosci,
dodatkowe wyjasnienie: odcinek M N
musi by¢ tak krétki, by zmiescit sie

w czworo$cianie ABC D, mimo, iz
krawedzie KM, ML, LN i NK sa tylko
niewiele krétsze od krawedzi AD, DB

i DC.

Jak dtuga jest kula?
tukasz RAJKOWSKI*

Wyobrazmy sobie, ze wewnatrz trojkata ABC umiescilismy trojkat K LM.
Wéwcezas pole K LM nie przekracza, oczywiscie, pola ABC. Czy mozemy
stwierdzi¢ to samo o obwodach tych tréjkatéw? W tym przypadku stowo
»oczywiscie” rowniez wydaje sie uprawnione, Czytelnicy Delty z pewnoscia
wiedza jednak, jak latwo o naduzycie tej formulki. Szczesliwie w tej sytuacji
nie pociagaloby to za soba tragicznych konsekwencji, gdyz istotnie, rowniez
obwdd tréojkata K LM nie przekracza obwodu trojkata ABC. Jeden ze
sposobéw uzasadnienia tego faktu jest nastepujacy: dla kazdego boku tréjkata
K LM wyobrazmy sobie slorice $wiecace prostopadle do wybranego boku,
umiejscowione po stronie pozostatej czesci tréjkata K LM. Wowcezas na brzegu
trojkata ABC pojawia sie roztaczne cienie bokow trojkata K LM, o dlugosciach
nie mniejszych od dlugosci odpowiadajacych im bokéw K LM (rysunek obok
powinien rozjasni¢ wszelkie niejasnosci tego stonecznego opisu).

Czy przedstawiona wlasnosé przystuguje rowniez innym wielokatom?

Chwila namystu pozwala stwierdzi¢, ze nie — je$li wewnetrzny wielokat jest
dostatecznie ,,potamany”, jego obwdd moze Smiato przewyzszyé¢ obwod wielokata
zewnetrznego. Nietrudno jednak naprawié¢ te przykrosé, gdyz wystarczy zazadac,
aby rozwazane wielokaty byly wypukle i wéwczas przedstawiony wczesniej
argument o ,roztacznosci cieni” pozostaje w mocy.

Skoro tak dobrze poszto nam na plaszczyznie, sprobujmy naszych sit w trzech
wymiarach. Jesli pewien wielo$cian wypuktly jest zawarty w innym, to

objetos$¢ zawartego jest nie wieksza od objetosci zawierajacego. Odnosnie pol
powierzchni tych wielo$cianéw, mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne
do dwuwymiarowego — teraz rozlaczne cienie beda rzucane przez $ciany
wewnetrznego wielocianu (ponownie kluczowe jest zalozenie o wypuklosci
rozwazanych obiektéw). Kolejnym naturalnym zadaniem jest poréwnanie

sumy dlugosci krawedzi bohateréw naszych rozwazan. Zapewne, nawet jesli

nie spotkate$ sie wezesniej, Czytelniku, z tym problemem, zdazyle$ juz pewnie
katem oka dostrzec rysunek na marginesie, ktéry bez cienia watpliwosci dowodzi,
ze sumy dlugosci krawedzi wieloScianéw — nawet wypuklych — nie poréwnuja sie
juz w sposéb tak elegancki, jakby sugerowaly to nasze wczesniejsze przemyslenia.
Czy istnieje spos6b na uratowanie choc¢by czesci naszych przypuszczen?

Okazuje sig, ze tak! Wystarczy kazdej krawedzi badanych wieloScianéw przypisaé
wage rowna zewnetrznemu katowi miedzy Scianami spotykajacymi sie wzdtuz tej
krawedzi. Aby sie o tym przekonaé, rozpoczniemy od stynnego zadania o zyrafie,
ktorym bawione sa kolejne pokolenia uczniéw. Brzmi ono nastepujaco: wybieg
dla zyrafy jest otoczony plotem w ksztalcie trapezu o obwodzie 100 metréw

i polu 300 m?. Zyrafa ma szyje dtugosci dwéch metréw i bardzo duzy apetyt;
oblicz pole powierzchni obszaru znajdujacego sie w zasiegu zyrafiej paszczy.

Na pierwszy rzut uczniowskiego oka problem wydaje sie¢ mie¢ podejrzanie mato
zalozen, chwila analizy rysunku na marginesie pozwala jednak stwierdzi¢, ze
istotnie zadnej innej informacji nam do szczescia nie potrzeba. Dostepny dla
zyrafy obszar spoza wybiegu mozna podzieli¢ na prostokaty o wysokoéci 2

i podstawach bedacych ktéryms z bokéw wybiegu oraz fragmenty kot

o promieniu 2 i $rodkach w wierzchotkach wybiegu. Suma po6l wspomnianych
prostokatéw to przemnozony przez 2 obwdd wybiegu, czyli 200, fragmenty kot
natomiast sumuja sie do pola calego kota o promieniu 2, czyli 47. Ostateczna
odpowiedZ na pytanie to 300 + 100 - 2 4 7 - 22. Warto zauwazy¢, ze przedstawione
rozumowanie pozostaje stuszne, jesli o wybiegu zalozymy tylko, Ze jest
wielokatem wypuklym — dzieki temu wymienione wczedniej czesci badanego
obszaru sa rozlaczne, a odpowiednie fragmenty kot sktadaja sie na jedno pelne
koto.

Popusémy teraz wodze fantazji i wyobrazmy sobie Zyratoperze, czyli zyrafy
fruwajace rado$nie w powietrzu dzigki ogromnym, nietoperzowym skrzydlom.
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Wybieg dla zyratoperzy to ogromny, wiszacy w powietrzu druciany wieloscian A,
o ,,okach” pozwalajacych zyratoperzom na przecisniecie ich szyi o dlugosci d.
Tym razem obszar, z ktérego zyratoperze moga podjadaé¢ smakotyki, mozna
podzieli¢ na sam wybieg, prostopadlo$ciany o wysokosci d i podstawach
bedacych $cianami wybiegu, fragmenty walcéw, ktérych wysokosci to krawedzie
wybiegu, a podstawy to wycinki kota o promieniu d oraz fragmenty kul

o $rodkach w wierzchotkach wybiegu i promieniu d.

Podobnie jak poprzednio, objetosci wspomnianych prostopadlo$cianow

sumuja sie do powierzchni wielokata pomnozonej przez d, natomiast objetosci
fragmentow kul — do objetosci calej kuli o promieniu d. Co z fragmentami
walcow? Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy z nich ma podstawe o powierzchni
-md?, gdzie a jest katem zewnetrznym miedzy écianami spotykajacymi sie
wzdtuz krawedzi bedacej wysokoscia danego fragmentu walca. Jesli wiec przez
V3(A), Va(A), Vi(A) oznaczymy odpowiednio objetosé A, jego pole powierzchni
oraz sume dtugosci krawedzi przemnozonych przez kat zewnetrzny miedzy
odpowiednimi Scianami, otrzymamy

Vs ((A)a) = V(A) + Va(A) - d + %vl(A) & gwd?’,

gdzie (A)g to obszar dostepny zyratoperzom o dlugosci szyi wynoszacej d.
Oczywiscie, jeli wybieg zyratoperzy zostanie zmniejszony do wieloscianu B,
znajdujacego si¢ wewnatrz A, to obszar w zasiegu ich zartocznych paszcz
rowniez ulegnie zmniejszeniu i w tej sytuacji

V3(A) + Va(A) - d + %Vl(A) d? = V3(B) + Va(B) - d + %Vl(B) - d?

Vs(B) | Va(B)

d d? d

Wida¢, ze wraz z wydluzaniem sie zyratoperzych szyi rola skltadnikéw
zwiazanych z objetosciami i powierzchniami wieloscianéw w powyzszym
wzorze staje sie zaniedbywalnie mata. W tej sytuacji otrzymujemy nieréwnos¢é
Vi(A) > Vi(B), na ktérej tak nam zalezalo.

Wielkosé Vi (A) nosi nazwe 1-wymiarowej objetosci wewnetrznej wieloscianu A
i dzigki wykazanej powyzej monotonicznosci ze wzgledu na zawieranie moze
by¢ réwniez okre$lona dla dowolnego ciata wypuklego K w przestrzeni poprzez
przyblizanie ciala K wielo$cianami w nim zawartymi. Postugujac sie ta
definicja, trudno nam bedzie jednak wyznaczy¢ tytulowa ,,dlugo$é kuli”, czyli
V1(B,.), gdzie B, jest kula o promieniu r. W sukurs przychodzi nam wzér (%),
dziedziczony przez zbiory wypukle po wielodcianach, ktory po wykorzystaniu
oczywistej zaleznosci (B;.)q = B,4+4 przyjmuje postaé

4 4 1 4
g7r(r +d)® = gmﬁ + 4mr?d + §V1(B,,)d2 + gwdi”.

Réwno$é ta po redukeji daje 4rrd® = $V4(B,)d?, czyli Vi (B,) = 8rr. To wiecej
czy mniej od 1-wymiarowej objeto$ci wewnetrznej szescianu o tej samej, co kula,

objetosci?
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Rozwigzanie zadania F 921. Przyjmijmy, ze wirnik odrzuca do

dotu strumien powietrza o polu przekroju wd? /4 z predkoscig v. Jezeli

gestosé powietrza wynosi p, to w czasie At wirnik nadaje powietrzu

0 masie Am = prd?vAt/4 ped Ap = prd?v?At/4 i energie kinetyczng

AW = pwdzngt/S. Aby helikopter si¢ wzniésl, wirnik musi wytworzyé

sile ciggu réwna cigzarowi helikoptera z pilotem: Ap/At = Mg,

a potrzebna do tego moc wynosi P = AW/At (g — przyspieszenie

ziemskie). Korzystajac z tego, ze w warunkach normalnych objetosé

jednego mola gazu to V,, = 22,4 litra, znajdujemy, ze gesto$¢ powietrza
. . 3 . . 2 Mg

wynosi p = pu/V,, &= 1,3 kg/m” i otrzymujemy v = 3"

Stad moc niezbedna dla uniesienia helikoptera z pilotem to
P = Mgv/2 ~ 1400 W.

Poniewaz wymagana moc jest prawie dziesieciokrotnie wieksza od
mocy, jaka moze rozwingc¢ pilot przy dlugotrwalej pracy migéni —
helikopter nie wzniesie sig.

— &~ 3,5 m/s.
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Rozwigzanie zadania F 922. Przyjmijmy, ze komar macha

skrzydtami z czestodcig f. Zalozymy, ze amplituda machnieé jest rzedu

dtugosci skrzydla [ i ze skrzydla opuszczaja si¢ plasko, a podnosza

si¢ krawedzia tak, ze opor powietrza przy podnoszeniu mozna

pomingé. Srednia predkosé powietrza odrzucanego skrzydlami w dét

wynosi v = fl. Poslugujac si¢ analiza wymiarowa, znajdujemy, ze

R = Apy 5112/2, gdzie S = ld to powierzchnia skrzydta (wspélczynnik

A = 1/2 z warunkéw zadania). Sila unoszaca F jest réwna

$redniej czasowej sily oporu dziatajgcej na skrzydlo, pomnozonej

przez liczbe skrzydel i podzielonej przez dwa, poniewaz opor

powietrza dziala na skrzydto tylko przy jego ruchu w dét. Stad

F =2R/2 = p1Sv?/2 = p1f21°d/2. Sila ta musi réwnowazyé ciezar

komara, wiec pi f- lijd/2 =mg = pgldzg, gdzie m to masa komara,

g — przyspieszenie ziemskie. Ostatecznie f = % 2p2dg
pP1

Otrzymany wynik dos¢ dobrze zgadza si¢ z obserwowana czestoscia

bzyczenia komara.

~ 1 kHz.




