Uczniowie

Zakladam, ze Czytelnik wie, iz kazda
izometrie plaszczyzny (czyli
przeksztalcenie nie zmieniajace
odlegtosci) mozna uzyskaé przez
zlozenie dwoch lub trzech symetrii
wzgledem prostych. Majacych
watpliwosci odsytam do mojego
artykutu w Delcie 11/2015.

Pek wlasciwy [A] to zbior wszystkich
prostych przechodzacych przez A.

Pek niewlasciwy [a] to zbior wszystkich
prostych réwnolegtych do a.

Rzad generowania przeksztalcenia to
minimalna liczba generatoréw (tu
symetrii osiowych) niezbednych do jego
uzyskania. Maksymalna z tych liczb dla
zbioru przeksztalcen to rzad
generowania tego zbioru (tu izometrii).

W 1967 roku szkota podstawowa wypuscita po raz pierwszy absolwentow
o$mioletniej podstawowki (tak, kiedy$ tez byly reformy szkolne). W ogélnym
reformatorskim zamieszaniu mozna byto zrobié¢ co$§ nietypowego, wiec Wydzial
Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego uruchomit uniwersyteckie
klasy matematyczno-fizyczne w liceum im. Klementa Gottwalda (w latach
1906-50 oraz po 1990 roku Stanistawa Staszica) — pretekst byt prosty:
pierwszym dyrektorem tego liceum byt Jan Zydler, znakomity nauczyciel
matematyki i autor do dzi§ niezapomnianych podrecznikéw geometrii.

Sprawie patronowal profesor Stanistaw Mazur, a organizatorem byla pelna
niewyczerpywalnej energii Hanna Szmuszkowicz.

W jednej z pierwszych klas uczytem geometrii (bo klasy byly dwie, a geometrii
uczyl takze Jerzy Lisiewicz, algebry zas Juliusz Brzezinski i Maciej Brynski

— byliSmy przekonani, ze skoro uczymy nauczycieli, to powinnismy sami tez
zobaczy¢, jak sie to robi).

Na wiosne 1969 roku przydarzyla mi sie fantastyczna historia, ktora chce
przypomnie¢, bo w lipcu 2016 dowiedzialem sie, ze juz obaj jej bohaterowie
nie zyja.

Owi bohaterowie to uczniowie drugiej klasy liceum (czyli szesnastolatkowie):
Jerzy Zabilski, p6zniej matematyk (zmarty w 2011 roku) i Wiestaw Mielniczuk,
pozniej fizyk (zmarty w 2016 roku — dziwna jest ta kolejno$é naszego znikania).

W klasie zadaje zadanie: wykazaé, ze dowolng izometrie ptaszczyzny mozna
uzyskaé ze ztozenia symetrit wzgledem prostych nalezgcych do jednego peku
wtasciwego oraz jednego peku niewtasciwego.

Zadanie to klasa zbiorowo rozwiazuje (Czytelniku, rozwiaz i Ty), wiec
proponuje zadanie domowe: wykazaé, ze dowolng izometrie ptaszczyzny mozna
uzyskaé ze ztozenia symetrit wzgledem prostych nalezgcych do jednego peku
wtasciwego plus jedna prosta spoza tego peku.

Czworo uczniéw odpowiedziato twierdzaco. Wobec tego zaproponowatem
pytanie dodatkowe: jaki jest rzqd generowania grupy izometrii w pierwszym
i drugim przypadku?

Tu niezbedne jest wyjasnienie: nie wiedziatem, jaki jest wynik, ani nawet nie
miatem pomystu, jak si¢ do tego zabraé¢ (moj wspotnauczyciel tez nie, a mysle,
ze wielu nie tylko wtedy, ale i do dzi§ nie wie).

Tymczasem moi dwaj bohaterowie podali wynik: 4 i oo; i tym sposobem, jako
nieletni uzyskali powazna publikacje (Wiadomosci Matematyczne XIII(1971),
pp. 37-41) z rekomendacji profesora Stefana Straszewicza, tworcy olimpiad
matematycznych.

A oto, jak uzyskali swoje rezultaty.

Do uzyskania wszystkich izometrii plaszczyzny wystarczq symetrie o osiach

z [Al U {a}, gdzie a & [A].

Dowdd. Poniewaz izometria majaca punkt staly to obrot wzgledem tego
punktu lub symetria wzgledem prostej przechodzacej przez ten punkt (a to
mamy, bo mozemy uzywaé symetrii wzgledem wszystkich prostych z [A]),
wystarczy wykazaé, ze dowolny punkt P mozna naltozy¢ na A.

Przypadek 1: |PA| < 4dist(a, A).

Odbijamy A wzgledem a, otrzymujac A’ i rysujemy okrag o srodku A

i promieniu AA’ — oznaczmy go o. Obraz okregu o w symetrii wzgledem a
oznaczmy przez o' . Okrag 0 o srodku A, poprowadzony przez P, przecina
okrag o’ (zalozenie!) w punkcie @, wiec mozemy P przeprowadzi¢ na Q

za pomocy symetrii z [A]. Obraz ' punktu @ w symetrii wzgledem a lezy
na o, wiec moze by¢ przez symetrie wzgledem prostej z [A] (konkretnie:
symetralnej Q' A’) przeprowadzony na A’, a stad przez symetrie wzgledem a
na A.
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Przypadek 2: |PA| > 4dist(a, A)

sprowadza si¢ do przypadku 1: przez symetri¢ wzgledem dwusiecznej xPAA’

punkt P przechodzi na P i przez symetriec wzgledem a na P’. Poniewaz
P'A=PA = PA—2dist(a, A) = PA — 2dist(a, A),

wiee odleglogé od punktu A zmniejszyta sie o 2dist(a, A), co powtarzane

wielokrotnie (na zalaczonym obrazku widac¢, ze gdy musimy wykonaé¢ wiecej

krokow niz jeden, kolejny zaczyna sie od prostej z [A] rownoleglej do a) daje

spelnienie warunku z przypadku 1. O

Stwierdzenie, ze rzad generowania jest w tym przypadku nieskonczony,

nawiazuje do rozwazenia Przypadku 2 — tam przyblizaliSmy punkt P

do punktu A. Zauwazmy, ze to przyblizanie nie moze by¢ wykonane wiekszymi

niz tam krokami.

Symetrie wzgledem prostych z [A] nie przyblizaja bowiem punktow do A,

symetria za$ wzgledem a przybliza punkty nie wiecej niz o 2 dist(a, A):
PA—P'A=PA—-PA < AA.

A poniewaz mozemy punkt P obraé¢ dowolnie daleko, wiec izometria

naktadajaca go na A moze wymaga¢ dowolnie wielu symetrii — rzad zatem jest

nieskoriczony.

Tyle o przypadku, gdy osie symetrii byly wybierane z [A] U {a} dla a & [A].
Pozostaje wykazanie, ze

Rzad generowania dla prostych z [A] U [a] jest rowny 4.

Dowo6d ma charakter raczej algebraiczny. Potrzebne sa dwa lematy:

(1) YA m,n 3kl (SmSn =SSk ANk € [4]),

ktory jest oczywisty. Istotnie, gdy m || n, jako k obieramy rownolegta do m

i przechodzaca przez A, a [ rownolegla do niej i lezaca wzgledem niej tak,

jak m wzgledem n — wtedy oba zlozenia sa tym samym przesunieciem; gdy

z kolei m i n maja wspolny punkt B, bierzemy jako k prosta AB, a l przez B
lezaca tak, jak m wzgledem n — wtedy oba zlozenia sa tym samym obrotem.

Drugi lemat nie jest juz tak oczywisty
(2) YA al3Im,n (S =SnS,Sm Am e [AlAn € a]).

Tutaj najpierw przez A prowadzimy o’ || a i !’ || I. Jako m bierzemy dowolna
z dwusiecznych kata a’l’ i przez jej przeciecie z | prowadzimy n || a. Prosta m
jest wtedy dwusieczna kata In. Stad S;S,, 1 S;,Sy, realizuja ten sam obrot,

a rownosé S;Sy, = S, S, to wlasnie (2).

Majac takie lematy, nie natrafia sie juz na zadne trudnosci.

Dowolna izometria ¢ jest (jak to juz przypomniatem) ztozeniem dwoch lub
trzech symetrii osiowych, co rozpatrujemy kolejno.

© = 5,5, =SS = (na mocy (1) k € [A])

= SmSnSm Sk (na mocy (2) m € [A] An € [a])
0 = SuSySy = SwSpSy = (na mocy (1) ¢ € [4])

= 5155, = (na mocy (1) t € [A])

= SmSnSmStSq = (na mocy (2) m € [A] An € [a])

- SmSnSra
ostatnia réwnos¢ bierze sie stad, ze ¢, t, m sa wspolpekowe, a symetrie
wzgledem trzech prostych wspolpekowych zawsze mozna zastapi¢ jedna (co bez
trudu mozna zauwazy¢ rowniez w argumentacji przy (1)).
Zaskakujace jest, ze nadal do uzyskania izometrii zmieniajacych orientacje
potrzeba, tak jak i bez ograniczenia wyboru osi symetrii, jedynie trzech
symetrii osiowych.

Takich mialem uczniow. Szkoda, ze juz ich nie spotkam.
Marek KORDOS
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