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Artykul o powyzszym tytule wypada rozpocza¢ od przypomnienia, czym sa
kongruencje. Jesli dwie liczby naturalne a i b daja te sama reszte z dzielenia
przez liczbe naturalna n (innymi stowy, jesli a — b jest podzielne przez n),
uczenie jest stwierdzié¢, ze a i b przystajg do siebie modulo n i fakt ten zanotowaé

jako a = b (mod n). W tym kontekscie znaczek ,,=" (lub raczej to, co on soba
reprezentuje) nazywamy wtasnie kongruencjg.

Kongruencje maja wiele wdzigcznych wtasnosci, miedzy innymi mozna je dodawaé
i mnozy¢ stronami tak jak zwykle rownania. Ich zastosowanie pozwala uproscié
zawite nieraz rozumowania z zakresu teorii liczb. W moim artykule chciatbym
skoncentrowaé sie na problemach dotyczacych poczatkowych cyfr liczb postaci n*,
gdzie n i k sa liczbami naturalnymi. Rozpoczne od rozwiazania zadania, ktoére
sklonito mnie do takich rozwazan.

Zadanie. Udowodnij, ze dla kazdej niepodzielnej przez 10 liczby naturalnej n
istnieje taka liczba naturalna k, Ze pierwsza i ostatnia cyfra liczby n* sq réwne.

Rozwigzanie: Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnego n mamy n = n° (mod 10).
Istotnie, niech A = n® —n =n(n? — 1)(n? + 1). Jedli n jest podzielne przez 5, to
oczywiscie b dzieli rowniez A. Z drugiej strony, jesli n nie jest podzielne przez 5,
to rozpatrujac wszystkie niezerowe reszty z dzielenia n przez 5, mozemy sie
przekonaé, ze n? daje reszte 1 lub 4 z dzielenia przez 5 i w obu przypadkach
5 dzieli A. W analogiczny (a nawet prostszy) sposob pokazujemy, ze A jest zawsze
podzielne przez 2, skad wnioskujemy podzielnosé A przez 10 i n =n® (mod 10) dla
dowolnej liczby naturalnej n. Zauwazmy, ze jesli bedziemy mnozy¢ te kongruencje
obustronnie przez n*, otrzymamy ciag kongruencji
n=n’>=n’=... (mod 10).

Teraz juz rozwazamy tylko te potegi n, ktorych wyktadnik daje reszte 1
z dzielenia przez 4. Dzieki temu ostatnia cyfra c liczby n bedzie cyfra, ktora
chcemy otrzymaé jako pierwsza cyfre liczby n**+1 dla pewnego k. Chcemy zatem
uzyskaé

c+1
< _

n

Po przyltozeniu do obu stron logarytmu dziesietnego dostajemy réwnowazng
postac

c-10° < n** < (¢ +1)10%, to znaczy C 10t < n* 10"
n

1
tJrlogE <4klogn<t+logi.
n n

Dzieki zlogarytmowaniu nasz problem wyglada nastepujaco: mamy nieskoriczenie
dtuga droge, na ktoérej co 1 mamy dziure dtugosci

1
A= (logcj; _IOgTCL) = (log(c+ 1) —logc),

poczawszy od log . Po tej nieskoiiczonej drodze skacze krolik, ktory rozpoczyna
w 0 i robi skoki dtugosci 4logn. Chcemy pokazaé, ze nasz krolik wpadnie kiedy$
do dziury. Innymi slowy, potrzebujemy uzasadnié, ze

logE < {4klogn} < logE + A
n n

gdzie {x} oznacza czes$¢ utamkows liczby z. Zauwazmy najpierw, ze dla réznych
liczb naturalnych k, [ liczby {4klogn} oraz {4llogn} sa rézne. W przeciwnym
przypadku istniatoby takie m naturalne, ze 4klogn — 4llogn = m, czyli

n*(k=1) =10, co przeczy zalozeniu o niepodzielnosci n przez 10. Rozwazmy
teraz liczby {4logn}, {8logn}, ..., {4alogn}, gdzie a to pewna liczba naturalna,
ktora jest wicksza od A~!. Skoro wypisane liczby sa rézne, to pewne dwie

leza w odleglosci mniejszej niz A (odleglosé liczb p i ¢ nalezy tu rozumieé jako
muniejsza z liczb |p — ¢| oraz 1 — |p — q|). Oznaczmy je przez {4z logn} oraz
{4ylogn}, gdzie x > y. W tej sytuacji liczba {4(z — y)logn} lezy w przedziale
(0,A) lub (1 — A, 1). Patrzac na ciag {4(x — y)logn}, {8(x — y)logn},... widzimy
teraz, ze dla poczatkowych wyrazéw jest on $cisle monotoniczny i dla pewnego

p naturalnego otrzymamy log ¢ < {4p(x — y)logn} < logc + A. Wystarczy wigce
przyja¢ k = p(x — y), aby zakoriczy¢ rozwiazanie zadania.

16



w

Rozwigzanie zadania F 919.
Intensywnosé¢ opadu 20 mm na godzine
oznacza, ze na 1 m° powierzchni spada
w ciggu godziny 2 - 1072 m® =201 wody.
Uderzenia kropel deszczu o dach sa
zderzeniami niesprezystymi
i przekazywany przez nie dachowi ped
wynosi vAm, gdzie Am oznacza mase
wody. Cis$nienie rowna si¢ sile dzialajacej
na jednostke powierzchni. Mamy wiec
Am g

D=y

p =" SAL vpH,
gdzie S oznacza powierzchnie dachu, a At
czas, w ktérym na dach spadla masa wody
réowna Am. Otrzymujemy
p ~ 0,056 N,,r"mQ. Jest to warto$¢ bardzo
mala — gdyby woda nie sptywata z dachu,
to juz po pierwszej minucie opadu
wywieralaby ci$nienie p ~ 3,3 N/"1n2.

Rozwigzanie zadania F 920.
Dla utrzymania stalej temperatury ciata
musimy w ciagu doby odprowadzié¢
E=P-24-3600 s = 8,64-10° J energii.
Jest to energia potrzebna do odparowania

E _ 864-10°7 e — 383

I T 2257100 T E
wody. Gdyby jedynym mechanizmem
chlodzenia byla wymiana cieplta poprzez
promieniowanie, to utrzymanie stalej
temperatury oznaczaltoby, ze réznica mocy
promieniowania przez odkryta
powierzchnie naszego ciata i mocy
padajacego na nig promieniowania
cieplnego otoczenia réwna jest
doktadnie P. Mamy P = oS(T* — T}),
a zatem

P

(T =T’
gdzie T' = 310 K, a T = 295 K,
Po podstawieniu danych liczbowych mamy
S~ 1,06 m?. Powierzchnia ciala czlowieka
dorostego wynosi §rednio niecate 2 m?.
Uwzglednienie faktu, ze wspotczynnik
emisji skory jest mniejszy od 1,
zwiekszyloby obliczong wartosé¢ S. Jak
z tego widaé¢, w normalnych warunkach
pocenie, promieniowanie oraz konwekcja
i przewodnictwo cieplne odgrywaja istotna
role.

.

W powyzszym dowodzie mozna wyr6ézni¢ dwie istotne czesci: pierwsza polega
na wskazaniu podciagu poteg n, ktore koncza sie ta sama cyfra, a w drugiej
pokazalismy, ze dowolna cyfra moze sta¢ na poczatku pewnego wyrazu tego
podciagu. Te druga czes¢ mozna nietrudno zmodyfikowaé tak, aby wykazaé¢
ponizsze:

Twierdzenie 1. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1, ktora nie jest potegaq
dziesigtki, i dowolnego ciggu cyfr c1 # 0, ca, ..., ¢ istnieje liczba naturalna k, dla
ktorej poczgtkowe cyfry liczby n® to ci, ..., cs.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze dla dowolnego n mozemy znalezé k, dla
ktorego n* bedzie sie rozpoczynato, na przyktad, od cyfr 100000, czyli bedzie dosé
bliskie pewnej potedze dziesiatki. Warto zwrocié uwage, ze mozemy oszacowaé
wykladnik tej potegi n niezaleznie od n.

Twierdzenie 2. Jeslin > 1 jest liczba naturalng niepodzielng przez 10, to dla
dowolnego ¢ > 0 istniejq takie liczby naturalne k.1, ze 10'(1 — ) < n* < 10(1 +¢)
oraz k < |log(1+¢)7 1.

Dowdd: Zadamy od naszego k, aby
100 (1—¢e)<n? <100 (1 +¢)
dla pewnego naturalnego /. Ponownie réwnowaznie
I+1log(l—¢) < klogn <1+log(l+e¢),
wiec
0 < {klogn} <log(l1+¢)lub 1+4log(l —¢) < {klogn} < 1.
Latwo wykazaé, ze
1+1log(l —€) <1—1log(l+e¢),
wiec wystarczajace jest, aby
0 < {klogn} <log(l+e¢)lub 1 —log(l+¢) < {klogn} < 1.
Dalej postepujemy tak jak poprzednio — kolejne liczby postaci {klogn} sa rozne,
zatem wérod pierwszych |(log(1 +€))~!| + 1 pewne dwie znajduja si¢ w odlegtosci
muiejszej od log(1 + €), a ich réznica jest szukana wielokrotnoscia logn.

Nalezy podkresdli¢, ze opisana w twierdzeniu liczba £ jest nie wieksza od

| (log(1 +¢))~1|. Na przyktad, biorac € = 0, 1, otrzymujemy, ze dla dowolnej
liczby n istnieje liczba k nie wicksza od 24, taka, ze n mozna przyblizyé

potega dziesiatki z doktadnoscia do 10%. Przyktadowa wartoscia n, dla ktorej
przedstawione oszacowanie jest optymalne, jest 11001. Podobny rezultat mozemy,
oczywiscie, uzyskaé, rozwazajac przyblizenia potegami innych liczb naturalnych
niz 10. Przykltadowo, dla p = 2 przyblizamy n* z doktadnoscia do 10% liczba
postaci 2! i wystarczy do tego k nie wieksze niz 7.

Wr6émy do naszych poczatkowych cyfr. Wydaje sie, ze ciagi liczb, ktore nie

sa jakos szczegblnie zbudowane, mogg rozpoczynaé sie dowolnymi cyframi.
Oczywiscie, nie jestem w stanie udowodnié¢ powyzszego, bo céz to sa ,szczegdlne
ciggi”? Oto kolejny przyktad liczb, ktére moga rozpoczynaé sie od dowolnych cyfr:

Twierdzenie 3. Liczby postaci k™ , gdzie n jest ustalone, mogq rozpoczynaé sie
od dowolnego ciggu cyfr c1,ca,. .., Cs.

Szkic dowodu: Jesli k jest dosé duze, to k™ i (k4 1)™ zbyt wiele sie nie réznig
(wzglednie), gdyz iloraz (k:il)n staje sie dowolnie bliski 1, zatem z czasem rdznica
jest mniejsza niz réznica miedzy elementami ciggu geometrycznego o dowolnie
malym ilorazie wickszym od 1. Teraz logarytmujac, otrzymamy ,krolika”, ktory
robi skoki o dlugosci malejacej do 0, wiec z pewnoscia wpadnie do naszych dziur.

Ogolniej, dowolny ciag liczb naturalnych (a,,)22 ;, dla ktérego granica ciagu
(GZ—:I):O:l jest rowna 1 ma te wltasnosé, ze dowolny skonczony cigg cyfr stanowi
poczatkowe cyfry w zapisie dziesietnym pewnego wyrazu ciagu (a, )22 ;.
Przykladem takiego ciggu jest rowniez ciag kolejnych liczb pierwszych (co wynika
z klasycznego, lecz wielce nieoczywistego twierdzenia o liczbach pierwszych).
Zachecam Czytelnikow do poszukiwania innych ciagoéw, ktorych prefiksy moga byé
dowolnie ustalonym ciagiem cyfr.
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