Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2017

Rys. 1

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osob,
ktore nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 630, 631
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

630. Samolot leci z predkoscig u po prostej poziomej, przechodzacej nad glows
obserwatora. W pewnej chwili obserwator widzi samolot w kierunku, ktéry tworzy
z pionem kat ¢. Jaki kat z pionem tworzy w tej samej chwili kierunek, wzdtuz
ktorego dociera do obserwatora dzwiek silnika samolotu? Predkosé¢ dzwieku
wynosi v. Rozwaz przypadki u < v oraz u > v.

631. Na powierzchni poziomej znajduja sie dwa jednakowe, cienkoscienne walce
o masie m kazdy. Osie walcow sa rownolegte, promienie sa réwne R. Na poczatku
jeden z walcow spoczywa, a drugi toczy sie bez poslizgu w kierunku pierwszego

z predkoscia ruchu postepowego vg az do centralnego, sprezystego zderzenia.
Wspotezynnik tarcia kinetycznego walcow o podloze jest rowny pu, tarcie miedzy
walcami jest zaniedbywalne. Znalez¢é maksymalna odlegtosé miedzy walcami po
zderzeniu.

Rozwigzania zadain z numeru 9/2016

Przypominamy tres¢ zadan:
622. Motocyklista porusza sie po torze w ksztalcie okregu. Ruszajac z miejsca, chce jak najszybciej
osiggna¢ maksymalng predkosc. Jaka cze$¢ okregu przebedzie zanim osiggnie ten cel?

623. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1, metalowy pret moze obracac¢ sie wokol srodka
metalowego pierscienia o promieniu . Drugim koncem dotyka pierscienia. Sita tarcia w ruchomym
kontakcie wynosi F'. Jednorodne pole magnetyczne o indukcji B jest prostopadle do powierzchni
pierscienia. Sita elektromotoryczna ogniwa wynosi €, opér obwodu jest rowny R. Znalezé ustalona
predkosé preta i natezenie pradu w obwodzie.

622. Podczas rozpedzania motocyklista musi optymalnie wykorzystac site
tarcia. Oznaczmy przez « kat miedzy predkosciag v i maksymalng sila tarcia T
(rys. 2) w pewnej chwili podczas rozpedzania. Rownania ruchu motocyklisty

w l;ierunku stycznym i prostopadlym do toru maja postac: m% = T cos o oraz
#e— = T'sin a. Rézniczkujac wzgledem czasu drugie réwnanie i uwzgledniajac
pierwsze, otrzymujemy:
2m7v @ =T cos ad—a Q—U = d—a
R dt dt’” R dt’
Predkosé katowa motocyklisty w rozwazanej chwili dana jest wzorem w = % = ’i—f,

stad 2¢ = a + const. W chwili poczatkowej ¢ = 01 o = 0, zatem const = 0. Gdy
motocyklista osigga maksymalng predko$é, a = 7, ¢ = 7, co odpowiada % okregu.

623. Gdy pret obraca si¢ z predkoscia katowa w, w wyniku zmiany strumienia pola
magnetycznego ®p przez powierzchnie obwodu powstaje sita elektromotoryczna
indukcji, ktorej wartos¢ wynosi
Adp  7l’B 9
€ind = Al _T_Bl w/2.

Natezenie pradu w obwodzie dane jest wzorem [ = (E — Bl*w/ 2) /R. Warunek
rownowagi momentow sit dziatajacych na obracajacy sie ze stala predkoscia katows
pret ma postaé BII?/2 = Fl, stad I = 2F/(Bl). Z poréwnania wzoréw na natezenie
pradu otrzymujemy ustalona predkosé katowa preta:

_ 2(Ble - 2RF)

N B2[3
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Czotowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
723 (WT =1,33) i 724 (WT = 2,12)
z numeru 6/2016

Piotr Kumor Olsztyn 45,36
Tomasz Wietecha Tarnéow 42,11
Witold Bednarek Lodz 38,72
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,76
Marek Gatecki USA 37,76
Roksana Stowik Knurow 36,41

Uczestnicy ligi, przekraczajacy

bariere 44 p. prawie réwnoczesnie — tak
sie ciekawie zlozylo — toz to sama elita
Klubu 44M! Przypomnijmy sobie nazwiska
z poprzednich dwoch miesiecy i popatrzmy
na biezaca tabele: Piotr Kumor po raz
trzynasty (!); a tuz za nim ligowcy, ktorzy
tez (jak wida¢) ming lini¢ mety lada
chwila, po raz ktorys-tam z rzedu. ..

Zadania z matematyki nr 733, 734
Redaguje Marcin E. KUCZMA

733. Wierzchotek czworoscianu nazwijmy ciekawym, jesli z trzech wychodzacych
zen krawedzi nie da sie zbudowaé trojkata.

(a) Czy istnieje czworoécian, ktorego wszystkie wierzchotki sa ciekawe?

(b) Cgzy istnieje czworoscian, majacy doktadnie jeden ciekawy wierzchotek?

734. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 oraz dla dowolnych liczb

rzeczywistych dodatnich p, q,aq,...,a, zachodzi nieréwnos¢
n n
+ — . .
> “aptlal =Y al (przyimujemy ani1 = ay).
k=1 k=1

Zadanie 734 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadain z numeru 9/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

725. W czworokacie wypuklym ABCD katy przy wierzchotkach B i D sg proste. Przekatne przecinaja
sie w punkcie E. Prosta prostopadla do AC, przechodzaca przez punkt E, przecina proste AB i AD
w punktach K i L. Wykazaé, ze punkty B, D, K, L leza na jednym okregu.

726. Niech n bedzie ustalong liczba catkowita dodatnia. Dowiesé, ze istnieje nieujemna liczba
catkowita m taka, ze 2m < n oraz roznica 2" — 2™ dzieli si¢ przez n.
725. Gdy przekatne sa prostopadle, punkty K i L pokrywaja sie z B i D, i nie
ma czego dowodzi¢. Przyjmijmy dalej, nie tracac ogolnosci, ze kat AEDB jest
ostry (wtedy punkt B lezy miedzy A i K, za§ L lezy miedzy A i D). Czworokat
ABCD ma okrag opisany (o $rednicy AC). Stad oraz z zaleznosci w trojkatach
prostokatnych ABC i AEK dostajemy cigg réwnosci

|%*LDE| = |¥ADB| = |xACB| = 90° — |*BAE| = |¥*BKE|.

7 ostatniej rownosci wynika potozenie punktow B, D, K, L na wspolnym okregu.
726. Zapiszmy liczbe n w postaci n = 28¢ (k > 0, ¢ > 1 calkowite, ¢ nieparzyste).
Zmajdujemy wyktadnik §, dla ktoérego

(1) 2°=1 (mod q).

Jesli pewien wyktadnik spetnia ten warunek, to jego dwukrotno$é tez. Mozna wiec
wybra¢ ¢ tak, by

(2) g <5< q—1.

Liczbe m, o jaka pyta zadanie, sprobujemy znalezé wérod liczb postaci n — jd

(j = 0 calkowite). Dla m = n — jd roznica

o — 9™ = 9nI9(270 _ 1)

bedzie podzielna przez n = 2%¢, jesli tylko k < n — 46, bowiem czynnik w nawiasie
dzieli sie przez ¢ (por. (1)). Biorac jeszcze pod uwage wymaganie, by m < n/2,
widzimy, ze wystarczy znalezé liczbe j spelniajaca nier6wnosé

(3) 3 <is<n—k
wowczas liczba m = n — j§ spelni wszystkie zagdane warunki.
Gdy n jest liczba nieparzysta, czyli gdy k = 0, ¢ = n, mozna wzigé j = 1 (por. (2)).

Gdy n jest liczba parzysta (wiec k > 1), warunki (3) postuluja istnienie
wielokrotnosci liczby § w przedziale [n/2,n—k|. Do tego wystarcza, by § nie
przekraczata wartosci n/2 — k + 1 (bo tyle jest liczb catkowitych w tym przedziale);
a dzieki oszacowaniu (2) wystarczy, by zachodzita nier6wnosé

q—1<g—k:+1,

czyli (rownowaznie)
21 —1)g =k -2

To koriczy rozwiazanie, bowiem ostatnia nieréwnosc¢ jest stuszna dla kazdej pary
liczb catkowitych k,q > 1.
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