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Dowody i obliczenia
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Kilka miesiecy temu Marek Kordos zasugerowal, ze skoro napisatem juz

w Delcie 12/2014 o tym, czego o rownaniu Naviera—Stokesa nie wiadomo,

to moze napisatbym tez artykul o tym, co z tym rownaniem da sie zrobic.
Tak sformutowana oferta brzmi troche jak ,propozycja nie do odrzucenia”,
wiec nieopatrznie obiecalem taki artykul dostarczyé. Pisze ,nieopatrznie”, bo
w momencie podjecia zobowigzania nie uscidliliSmy, co powinienem rozumieé
przez stwierdzenie da sie zrobié. Czy chodzi o to, co da sie udowodni¢? Czy
raczej o to, co daje sie obliczy¢?

Poniewaz sa to do pewnego stopnia rozne kwestie, wiec na poczatek wyjasnie,
ze w ponizszym artykule poruszac sie bedziemy gltéwnie w tym obszarze
matematyki stosowanej, ktory zainteresowany jest dowodami. Zobaczymy
jednak przy okazji, jak obie te kwestie sa ze sobg splecione i jak dowody
naprawde ciekawych twierdzen prowadzi¢ mogg do odkryé w $wiecie fizycznym
i — w konsekwencji — do tego, co da sie obliczyé¢. Na cala rzecz spojrzymy
zreszta z nieco szerszej perspektywy.

O co chodzi w matematyce stosowanej?

Idealne zastosowanie matematyki to takie, gdy rozumowanie matematyczne
dostarcza bezposredniej 1 — co réwniez wazne — prawdziwej odpowiedzi na
pytania interesujace ludzi, ktérzy matematykami nie sa. Przyktadami takich
pytan moga by¢: ,czy w sobote bedzie padaé¢, bo nie wiem, czy spakowaé
kurtke?”, ,pod jakim katem wystrzeli¢ pocisk, by polecial jak najdalej?”,

,co ile godzin i w jakich dawkach najlepiej jest podawac lek X, by pacjent
najszybciej wyzdrowial?” itp. Jak widzimy, sa to pytania, ktore w zasadzie
nie uzywaja zadnej specjalistycznej terminologii matematycznej. Dlatego
pierwszym zadaniem matematyka jest przettumaczenie tego rodzaju pytan na
kwestie czysto matematyczne. Drugi krok to przeprowadzenie matematycznych
rozumowari, ktore albo od razu (tzn. po ttumaczeniu z powrotem na jezyk
codzienny) doprowadza do odpowiedzi na postawione pytania wyjsciowe, lub
tez wskaza Scisty algorytm obliczen, ktory tez ostatecznie takiej odpowiedzi
udzieli.

Istnieje jednak jeszcze trzeci, by¢ moze najciekawszy, krok w modelowaniu
matematycznym. Mianowicie, po sformutowaniu matematycznej wersji
problemu, kierujac sie juz tylko matematyczna intuicja, mozna postawic¢
szereg pytan dotyczacych pojawiajgcych sie w tym sformutowaniu obiektow
matematycznych i zbadaé¢ ich wlasciwosci. Odpowiedzi na takie pytania
calkiem czesto daja sie przettumaczy¢ na zaskakujace twierdzenia dotyczace
Swiata fizycznego.

Przykltad optymistyczny: rownanie Laplace’a

Zanim zajmiemy sie rownaniem Naviera—Stokesa, ktérego teoria to mniej
wiecej ,,pottora kroku” opisanego powyzej, przyjrzyjmy sie najpierw
nieco innemu problemowi, ktéry w pewnym sensie idealnie obrazuje
naszkicowana metode.

Problem praktyczny, ktory nas teraz interesuje, jest nastepujacy: wyobrazmy
sobie, ze w pewnym przedmiocie wykonanym z jednorodnego materiatu
ustabilizowata si¢ temperatura i mozemy dokonywaé jej pomiaréw w dowolnym
punkcie na powierzchni tego przedmiotu. Czy mozna na podstawie pomiaru
temperatury na powierzchni przedmiotu przewidzie¢, jaka jest temperatura

w dowolnym punkcie jego wnetrza?

Matematycznie problem ten mozna wystowié¢ nastepujaco: niech Q
bedzie ograniczonym obszarem w przestrzeni (odpowiada to, oczywiscie,
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przedmiotowi, w ktérym temperatura jest ustabilizowana i nie zmienia sie
w czasie). Naszym zadaniem jest znalezé pewna funkcje T okreslong na Q
(czyli temperature), wiedzac tylko, ze

e T = g na powierzchni ), gdzie g to jakas znana nam dodatnia funkcja ciagta;

e we wnetrzu () funkcja T spelnia pewne rownanie, zwane rownaniem
Laplace’a (znajomos$é tego rownania nie jest potrzebna do zrozumienia tresci
artykutu).

Okazuje sie, ze tak postawiony problem zawsze daje sie rozwiazac i to
doktadnie na jeden sposob. Dowodzi sie tego w sposob Scisty, co wiecej —
podaje sie metode (metoda Perrona), a dla niektorych obszarow Q takze
konkretny wzor (wzor Greena), jakich mozna uzy¢ do znalezienia funkeji T
(ktorej ciaglosci i gtadkosci we wnetrzu 2 mozna dowiesc). Teoria prowadzi
zatem do przepisu na obliczenia interesujace zwyktego cztowieka (raczej

fizyka lub inzyniera, ale nie wchodzmy w szczegoly). W ten sposob dwa kroki
modelowania matematycznego zostaly wykonane. A jak jest w tym przypadku
z krokiem trzecim? Okazuje sie, ze funkcja T jest niezwykle ciekawa i mozna
udowodni¢ jej nastepujaca pickna wlasnosé.

Wlasnosé wartosci sredniej. Srednia temperatura na dowolnej sferze we
wnetrzu ) jest rowna temperaturze w Srodku tej sfery.

7 twierdzenia o wartosci Sredniej mozemy szybko wywnioskowac, ze takze
$rednia temperatura w dowolnej kuli we wnetrzu €2 jest dokladnie réwna
temperaturze w srodku tej kuli (dowod opiera sie na obserwacji, ze kula jest
suma sfer). W oparciu o wlasnos$¢ wartosci sredniej mozemy teraz udowadniad
wlasnosci rozwigzania rownania Laplace’a, pomimo tego, ze nie zaktadamy

tu zadnej znajomosci pochodnych czastkowych. Zacznijmy od faktu, ktory

z fizycznego punktu widzenia raczej nie jest zaskakujacy.

Zasada maksimum. Zaréowno najwyzsza, jak i najnizsza temperatura
w catym Q) osiggane sqg na powierzchni €.

Naszkicujmy gtowng idee dowodu: niech M bedzie najwyzsza wartoscia T

na zbiorze 2. Przypusémy, ze w jakim$ punkcie x € Q mamy T'(x) = M.
Wezmy kule o srodku w x, ktéra dotyka brzegu 2 w punkcie y, ale nigdzie nie
wychodzi poza 2 (rys. 1).

Gdyby w jakimkolwiek punkcie tej kuli wartos¢ T' byta ostro mniejsza od M,
to mieliby$my sprzecznosé z wlasnoscia wartosci sredniej, bo $rednia wzgledem
tej kuli musiataby by¢ wtedy mniejsza niz M (nigdzie nie da sie nadrobié¢
straty, bo temperatura nigdzie nie przekracza M). A zatem w calej kuli mamy
wartos¢ T rowna M, w szczegolnosci jest tak w punkcie y nalezacym do
brzegu.

Oczywiscie, mozna tu wzruszy¢ ramionami i powiedzieé, ze to wiedzieliSmy

i bez dowodu, po prostu z doswiadczenia. Udowodnimy zatem jeszcze

inna wlasno$é funkcji T', wlasno$é raczej nieoczywista. Rozpatrzmy w tym celu
(trojwymiarowa) kule B(0,5) (o promieniu 5 i srodku w zerze), w ktorej ustalil
sie stacjonarny rozklad temperatury T, przy czym na brzegu kuli B(0,5)
mamy réwnosé¢ T = g dla pewnej ciaglej i dodatniej funkcji g. Poniewaz
funkcje g mozemy ustali¢ dowolnie (byle tylko byla dodatnia), wiec na
powierzchni kuli B(0, 5) stosunek temperatury najwickszej do najmniejszej
moze by¢ dowolnie wielki, rowny, powiedzmy, miliard bilionéw. Udowodnimy
jednak, ze w kuli B(0,1) stosunek temperatury najwiekszej do najmniejszej
nigdy nie przekracza liczby 8.

A oto dowod. Przypusémy ze najwieksza temperatura w kuli B(0, 1) jest
w punkcie Tyax, & najmniejsza w punkcie Ty, (rys. 2). Poniewaz oba te
punkty leza w kuli B(0,1), wiec odlegtos¢ R miedzy nimi nie jest wieksza niz 2.
Z twierdzenia o wartosci $redniej mozemy zatem wywnioskowaé, ze (rys. 3)

T (Zmax) = Srednia T w kuli B(Zmax, R)
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Rozwigzanie zadania M 1516.
Niech M bedzie takim punktem, ze
czworokat AK LM jest rownoleglobokiem.
Woéwcezas

LM =AK =CL,

BL =BC —-CL=AC - AK =CK

oraz

XBLM = xKCL,
a zatem trojkaty BLM oraz KCL sa
przystajace (cecha bok-kat-bok). Zatem
BM = KL = AM, czyli trojkat ABM

jest rownoramienny, wiec

LAB 1 AB k
cos ¥ BAM = 2 — .=
AM 2 KL 2

Pozostaje zauwazyé, ze proste AM i KL
sg rownolegtle, wiec

XBAM = arccos(k/2)
jest szukanym katem.

C

oraz
T(2min) = $rednia T w kuli B(2Zmin, 2R),

bo obie z kul, wzgledem ktorych bierzemy srednie, nie wystaja poza B(0,5).

Niech teraz T bedzie funkcja rowna T w kuli B (Tmax, R) 1 rOWna zeru
w kazdym innym punkcie. Poniewaz funkcja T jest dodatnia, wiec wszedzie
mamy T<Tiw konsekwencji

T(2min) = $rednia T w kuli B(Zmin, 2R) > $rednia T w kuli B(Zmin, 2R).
W dodatku kula B(Zmayx, R) stanowi 1/23 objetosci kuli B(zmin, 2R), a zbior
B(Zmin, 2R) \ B(#max, R) nie wnosi nic ani na plus, ani na minus do $redniej T,
wiec mamy takze
srednia T w B(Zmax, R) _ ET(l‘max)-
23 8
Nasze twierdzenie jest wiec udowodnione. Czytelnik Dociekliwy moze
sprobowaé zmodyfikowaé powyzszy dowod tak, by wykazaé, ze takze w kuli
B(0,4) stosunek najwiekszej wartosei T do najmniejszej nie przekracza
pewnej (innej, oczywiscie, niz 8) stalej. Wynik ten tatwo juz bedzie uogolnic
w nastepujacy sposob.

srednia T w kuli B(%min, 2R) =

Nieréwnos$é Harnacka. Niech T bedzie rozwigzaniem réwnania Laplace’a
w obszarze ) z dowolnym dodatnim warunkiem brzegowym g. Dla kazdego
podzbioru V- C Q oddalonego od brzegu Q2 o r > 0 istnieje taka stata C, zZe
sup T'(z) < C inf T'(z).
eV eV
Otrzymalismy zatem $cisty matematyczny wynik, uzyskany za pomoca
elementarnego rozumowania, ktory jest jednoczesnie sprawdzalng hipoteza
doswiadczalna. Jest to zatem klasyczny przyktad tego, jak powinno

funkcjonowaé modelowane matematyczne.

Roéwnanie Naviera—Stokesa: dwa wymiary

Pytanie wyjsciowe dla rownania Naviera—Stokesa brzmi: ,W pewnym
ograniczonym obszarze plynie sobie ptyn. Wiem (lub moge wiedzie¢) wszystko
o tym przeplywie w jednej ustalonej chwili. Na podstawie tej informacji chce
wiedzie¢ wszystko o tym przepltywie w przyszlosci”.

Po przettumaczeniu pytania wyjsciowego na jezyk matematyki dostajemy
nastepujacy problem: w obszarze ) dane jest pole wektorowe ug,
odpowiadajace predkosci pltynu w ustalonej chwili poczatkowej. (Pole
wektorowe to funkcja, ktorej wartosciami sg wektory, co oznacza po prostu,
ze w kazdym punkcie Q zaczepiony jest wektor). Szukam zmieniajacego sie
w czasie (gltadkiego) pola wektorowego u o nastepujacych wlasnosciach:

o dla wszystkich ¢ pole wektorowe u(t) znika na brzegu (2

e pole u(t) zmienia sie w czasie zgodnie z réownaniem Naviera—Stokesa (czyli
z grubsza biorac, z druga zasada dynamiki Newtona);

e w chwili ¢ = 0 mamy u(0) = wug, gdzie up to pewne gtadkie pole wektorowe
(odpowiadajace polu predkosci niescisliwej cieczy w chwili poczatkowe;j).

Po wykonaniu pierwszego kroku modelowania chcieliby$my teraz wykonaé krok
drugi, a moze i trzeci. Niestety, tak dobrze jest tylko w dwoch wymiarach.
Okazuje si¢ bowiem, ze jesli przeplyw wody odbywa sie w obszarze ) C R? |
tzn. gdy wektor predkosci ma tylko dwie sktadowe u = (uq, uz), to rownanie
Naviera—Stokesa jednoznacznie wyznacza wszystkie przyszte pola predkosci

na podstawie stanu obecnego. Fakt ten dowodzi si¢ formalnie, co otwiera
droge do tego, by przyszte pola predkosci oblicza¢ numerycznie — sa na to
standardowe metody. Obliczenia te maja sens, bo sa jednoznaczne i mozliwe
do przeprowadzenia dla dowolnie duzych czaséw ¢t > 0. Dwa podstawowe kroki
modelowania matematycznego sa zatem w dwoch wymiarach wykonane. A jak
jest z krokiem trzecim? Czy potrafimy stawia¢ hipotezy o rzeczywistosci na
podstawie czysto teoretycznych rozwazan? W pewnym sensie tak. Spojrzmy
bowiem na kolejne twierdzenie.
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Rozwigzanie zadania M 1517.

Kazde z 24 pol przyleglych do krawedzi
szachownicy nazwijmy brzegowym.
Zauwazmy, ze kazdej wiezy, ktora nie jest
otoczona, mozemy przyporzadkowac
pewne pole brzegowe w nastepujacy
sposob. Jezeli wieza stoi na polu
brzegowym, to przyporzadkowujemy jej
to pole, na ktorym stoi; jezeli zas nie stoi
na polu brzegowym, to
przyporzadkowujemy jej jedno z tych poél
brzegowych, ktore sg w jej zasiegu (skoro
wieza nie jest otoczona, to takie pole jest
co najmniej jedno).

O+ 10|10
O] |0l0l0|0|O
OO
O] [Ol0jo
0Olo
Ol [0 olo
ol |0 olo

Pozostaje zauwazy¢, ze zadne pole
brzegowe nie mogto zostacé
przyporzadkowane wiecej niz jednej wiezy,
a zatem wiez, ktére nie sa otoczone, jest
co najwyzej 24. Wobec tego posrod
dowolnych co najmniej 25 wiez stojacych
na szachownicy jest co najmniej jedna
wieza otoczona.

Twierdzenie o atraktorze. Po uptywie dostatecznie duzego czasu t > 0 pole
predkosci u(t) = (uy(t), us(t)) daje sie wyznaczyé z dowolnie matym btedem na
podstawie pomiaru w skonczonej liczbie punktow.

Aby nieco lepiej zrozumieé to stwierdzenie, rozwazmy prostsza, ale podobna
sytuacje. Niech f,, bedzie ciagiem funkcji gtadkich na odcinku [0, 1]. Jesli
wiemy, ze trzecia pochodna funkeji f,, dazy (jednostajnie) do zera, to
wykres f,, musi upodabnia¢ sie do paraboli (co wynika ze wzoru Taylora).
Funkcje f,, sa zatem dla duzych n $§wietnie przyblizane przez funkcje liniowe
lub kwadratowe, te zas wyznaczane sg przez ich warto$ci w trzech réznych
punktach.

W przypadku dwuwymiarowego rownania Naviera—Stokesa sytuacja jest

w pewnym sensie podobna. Istnieje bowiem zbior A zwany atraktorem,
ktorego elementami sa pola predkosci, ktore daja sie jednoznacznie wyznaczy¢
przez ich wartosci w N roznych punktach. Wystowione wyzej twierdzenie
mowi jednak, ze z uptywem czasu pola predkosci dowolnego przeptywu

(z ustalong regularng sity zewnetrzng) w kazdej chwili wygladaja niezwykle
podobnie do ktoregos elementu zbioru A.

Trzy wymiary

Rozpatrywaé bedziemy tylko sytuacje, gdy nie ma sit zewnetrznych. Jesli
pole wektorowe ma trzy sktadowe u = (uq1,us,u3) (tzn. przeplyw ma miejsce
w trojwymiarowej przestrzeni), to wiadomo tylko, ze przyszte pola predkosci
przewidywane sa jednoznacznie, gdy w chwili poczatkowej predkosé nie
zmienia sie zbyt gwaltownie lub ma pewne symetrie. Co jednak dzieje sie

w przypadku, gdy zadnych symetrii nie ma, poczatkowe pole predkosci petne
jest gwaltownych wiréw, a my mamy numerycznie obliczaé¢ przyszlte pola
predkosci? W tej sytuacji czysta teoria nic nam (przynajmniej na razie) nie
pomoze, mogloby sie wiec wydawaé, ze po uzyskaniu wyniku pozostaniemy
niepewni, czy nasze obliczenia sg prawidlowe, tzn. czy przyszte przeptywy
daja sie wyznaczy¢ na tylko jeden uzyskany przez nas sposob, czy tez mozna
dojsé¢ do zupelie odmiennych wynikow, stosujac np. nieco inng metode
numeryczna. Zupelnie zdumiewajacy wynik (Chernyshenko, Constantin,
Robinson, Titi, 2006) mowi jednak, ze nawet, gdy zawodzi nas teoria, to
same obliczenia numeryczne moga nam daé¢ pewno$é, ze sa jednoznaczne

i prawidtowe! Nie sposob wdawac sie tu w szczeg6ly, ale przedstawmy
pokrotce ogdlng idee tego rezultatu. Otoz jesli w obliczeniach numerycznych
przyblizymy poczatkowy przeplyw i sity dziatajace na ptyn z btedem
wystarczajaco malym, a jednoczesnie otrzymane rozwiazanie numeryczne
bedzie miato wystarczajaco niski poziom oscylacji (co to znaczy w tym
kontekscie poziom oscylacyi, trzeba oczywiscie, odpowiednio zdefiniowaé — to
sa wlasnie techniczne szczegoly), to mozemy by¢ pewni, Ze nasze obliczenia
sa poprawne.

Sytuacja ta jest w pewnym sensie paradoksalna. Z jednej strony obecna teoria
trojwymiarowego rownania Naviera—Stokesa jest zbyt staba, by zapewni¢ nas
o poprawnosci obliczern numerycznych przeprowadzanych dla dowolnych (ale
sensownych) poczatkowych pol predkosei. Z drugiej strony dla wszystkich
danych poczatkowych, dla ktorych podstawowy model hydrodynamiki
zachowuje sie poprawnie, mozemy udowodni¢ poprawnosé obliczen na
podstawie nich samych, o ile tylko sa one wystarczajaco doktadne.

Opisany wyzej wynik stanowi dosé¢ zaskakujacy kontekst do pytania
postawionego na wstepie i do wzajemnej zaleznosci pomiedzy dowodami

a obliczeniami. Ot6z o trojwymiarowym roéwnaniu Naviera—Stokesa mozna
udowodnié, ze w kazdej sytuacji, w ktorej produkuje ono jednoznaczny wynik,
mozna wykonaé przyblizone obliczenia tak dokladnie, ze jednoznacznosé
przyblizanego rozwiazania bedziemy mogli $cisle udowodnié, wykorzystujac
w tym celu wlasnosci wlasnie obliczonych rozwiazai. . .
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