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Jak zatem zamienia¢ mile na kilometry? Wystarczy znalezé reprezentacje
Zeckendorfa danej liczby mil, a nastepnie zsumowac liczby Fibonacciego

o numerach o 1 wyzszych. Przyktadowo, jedziemy w Stanach Zjednoczonych
samochodem i widzimy ograniczenie do 55 mil/h. Usmiechamy sie tylko, bo

55 to przypadkowo dziesiata liczba Fibonacciego, wiec tylko przeskakujemy

do jedenastej, czyli 89 km/h. W rzeczywistosci powinno wyjsé¢ 88,514, zatem
btad 0,486 to niespelna pot kilometra na godzine. IdZzmy dalej: inne czeste
ograniczenie 45 mil/h. Tym razem w pamieci rozkladamy 45 jako 34 +8 + 3

i przesuwamy indeksy z 34, robigc 55, z 8 robiac 13, a z 3 robigc 5. Razem
55+ 13+ 5 = 73 km/h. Tym razem blad nieco wiekszy: powinno wyjsé¢ 72,420,
czyli dostalismy o 0,580 za duzo. Ale caly czas mieScimy sie w granicach ponizej
jedynki. Jak sie okazuje, dla wszystkich liczb az do 58 mil nie zrobimy btedu
przekraczajacego 1.

W druga strone analogicznie, tylko trzeba pomniejsza¢ indeksy liczb
Fibonacciego. Na przyktad: ile mil to 100 kilometroéw? Liczymy: 100 = 89 + 8 + 3,
wiec bierzemy liczby Fibonacciego przesuniete w lewo: 55 + 5 4+ 2 = 62 mile.

W rzeczywistosci powinno wyjsé 62,137, wiec tym razem btad jest maty.
Mielidmy szczescie. Podobnie jak z milami, az do 95 km podana konwersja nie
oszuka nas o wiecej niz 1. Przy czym stosujemy zasade: zostawiamy ostatnia
jedynke rozwiniecia; przeciez na lewo od jedynki F5 jest jedynka Fj.

Pozostaje nauczy¢ sie liczb Fibonacciego na pamieé. Pamietajmy:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1567, 2584, . . .

Pewne uogdlnienie prostej Eulera
Chuong Chi NGUYEN*, Hung Son NGUYEN*

Panuje przekonanie, ze w niemodnej obecnie dziedzinie geometrii klasycznej
wszystko jest znane i nie pozostato nic do odkrycia. Ktam temu stwierdzeniu
zadaje dos¢ ciekawe 1 (jeszcze) malo znane twierdzenie, ktore przedstawiamy
w niniejszym artykule. Warto zaznaczy¢, ze srodki, jakie postuzyly nam do
dowodu, sa czysto geometryczne i nie korzystaja z narzedzi analitycznych. Aby
utatwi¢ jego zrozumienie, przedstawiamy najpierw pewne pojecia, definicje

i bardziej znane fakty powiazane z tym zagadnieniem.

Definicja. Trojkatem spodkowym punktu P wewnatrz trojkata ABC
nazywamy tréjkat, ktérego wierzchotkami sa rzuty prostokatne punktu P na
boki trojkata ABC.

Wykazemy teraz, ze dla kazdego trojkata spodkowego mozna wskazaé¢ pewien
,stowarzyszony” z nim trojkat spodkowy.

Lemat 1. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trojkgta ABC, a P,P,P,
jego trajkgtem spodkowym. Okrgg opisany na trojkecie P, P, P, przecina boki BC),
CA, AB dodatkowo w punktach Q.,Qp, Q.. Wtedy Q.Q,Q. tez jest trojkatem
spodkowym dla pewnego punktu lezgcego wewngtrz trojkgta ABC.

Dowdd. Niech D bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie P, P, P,,

a @ punktem symetrycznym do punktu P wzgledem D. Z oczywistych powodow
D nalezy do symetralnej odcinka P,Q), oraz PP, jest prostopadly do BC),

wiec PP,Q,Q jest trapezem. To oznacza, ze QQ, jest prostopadly do BC.
Analogicznie otrzymujemy, ze Q@ i QQ. sa prostopadle odpowiednio do C' A

i AB. Inaczej mowiac, Q,QpQ. jest trojkatem spodkowym punktu @ wzgledem
trojkata ABC. |

Zauwazmy, ze na czworokatach CP,PP,, CQ,QQ, i Q,P,P,Q, mozna opisaé
okregi, a zatem

¥PCP, = ¥PP,P, =90° — ¥P,P,C = 90° — xQ, Q,C = ¥QQ,Q. = ¥QCQ,.
Analogicznie pokazujemy, ze X PAP, = xQAQ. i xPBP, = xQBQ., co oznacza,
ze punkty P i () sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC. Zauwazmy tez, ze
jesli P nie jest srodkiem okregu wpisanego, to P # ). Ponizej przedstawiamy
pewna wlasnos¢ prostej przechodzacej przez punkty izogonalnie sprzezone
w dowolnym trojkacie.
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Stwierdzenie 1. Niech P,P,P,., Q.,Q,Q. bedqg trojkgtami spodkowymsi

punktow P i Q, lezgcych wewngtrz trojkata ABC. Punkty przeciecia prostych
P,Qy i Q.P,, P,Q. 1 Q,P. oraz P,Q. i QyP. oznaczamy odpowiednio jako L, M
i N. Wowczas jesli punkty P i Q sq izogonalnie sprzezone, to punkty L, M, N lezq
na prostej przechodzqcej przez P i Q.

Dowdd. Niech Ay = PP,NBC, B =PP,NCAiJ=Q,B,NAQ, Wowczas
na czworokacie P, A1 B, P, mozna opisaé¢ okrag. Ponadto z wczesniejszych
rozwazan wynika, ze na czworokacie P, P,Q,(Q, rowniez mozna opisa¢ okrag.
W tej sytuacji

¥B1AC = xP,P,C = xQ,Q.C,
wiec Ay By ||@QyQ.. Mamy roéwniez PA;||QQ, (oba sa prostopadte do AC),
PB1]|QQ. (oba sa prostopadte do BC'), co oznacza, ze trojkaty PA; By i QQ,Q.
sa jednokladne, zatem proste laczace odpowiadajace pary wierzchotkow
przecinaja sie w jednym punkcie, skad wnioskujemy, ze J nalezy do prostej PQ.
Nastepnie, stosujac twierdzenie Pappusa dla dwoch uktadéw potréjnych
punktow wspotliniowych (P,, Ay, Q) 1 (P, By, Q) z uwaga, ze P = P,B; N PAy,
L=PQ,NQ,PiJ=Q.,B:NQ,A; wnioskujemy, ze P, L, J sa wspolliniowe.
Wiemy wiec, ze J lezy na prostej PQ, a L lezy na prostej PJ, zatem L lezy na
prostej PQ. Analogicznie dowodzimy, ze punkty M i N leza na prostej PQ, co
koniczy dowod lematu. O

Rzutowanie punktu na boki to nie jedyny naturalny sposéb na konstrukcje
showego” trojkata. Inny prezentuje ponizsza definicja.

Definicja. Trojkatem Cevy punktu R lezacego wewnatrz trojkata ABC
nazywamy trojkat R, R, R., gdzie R,, Ry, R. sa punktami przeciecia prostych
AR, BR,CR odpowiednio z bokami BC,CA, AB.

Okazuje sie, ze dla trojkata Cevy rowniez prawdziwy jest fakt wykazany
wezesniej dla trojkata spodkowego.

Lemat 2. Niech S,, Sy, S. bedag punktami przeciecia okregu opisanego na trdjkgcie
Cevy R,RyR. wewnglrz trojkgta ABC odpowiednio z bokami BC,CA i AB.
Wtedy proste AS,, BS, i CS, przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem Cevy, skoro proste AR,, BRy,, C R. przecinaja sie

w punkcie R, zachodzi
R.B R,C R.A

R,C R,A R.B
Poniewaz R,, Ry, Sy, R., S. 1 S, naleza do wspodlnego okregu, wiec z twierdzenia
o potedze punktu wzgledem okregu mamy

ARy, - AS, = AR. - AS.,BR. - BS. = BR, - BS,, i CR, - CS, = CR, - CS,.
Stad

Sy A RA  S.B R,B o S.C R(C

S.A- RA S,B  RB ' SC R,

Podstawiajac te wartosci do pierwszego rownania, otrzymujemy
S.B S.A S5,C

. . =1.
S.C S.B S,A
Ostatnia réownosé, zgodnie z odwrotnym twierdzeniem Cevy, dowodzi, ze AS,,
BS, i CS. zbiegaja sie w jednym punkcie. O

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze dla kazdego punktu R wewnatrz
trojkata ABC' istnieje dokladnie jeden ,stowarzyszony” z nim
punkt S, bedacy punktem przeciecia prostych AS,, BS, i CS..
Prosta przechodzaca przez te dwa punkty nazywamy osig Cevy.
Nizej przedstawiamy ciekawa wlasnosé osi Cevy:

Stwierdzenie 2. Niech R i S bedqg dwoma stowarzyszonymi punktami
Cevy wewngtrz trojkgta ABC' i niech odpowiadajq im trojkgty Cevy
R,RyR. © S,5,S.. Niech X, Y i Z bedqg odpowiednio punktami
przeciecia prostych SyR, 1 SRy, R.S. i R.S, oraz R,S. i R.Sy.

Wowcezas punkty R, S, X,Y,Z sq wspétliniowe (tworzq 0§ Cevy RS).



Dowadd. Stosujac twierdzenie Pappusa dla dwoch potrojnych
uktadow punktow wspoétliniowych (A, Sy, Ry) 1 (B, Sa, Ra)

Z uwaga, ze S = ASa n BSb, R = ARa N BRb 1X = SbRa N SaRb
wnioskujemy, ze X lezy na prostej RS. Analogicznie dowodzimy,
ze punkty Y i Z leza na prostej RS, co konczy dowdd lematu. [J

Nasze dotychczasowe zmagania dotyczyly dwoch trojkatow,
spodkowego i Cevy. Z kazdym z nich zwiazaliSmy pewna

0§, wskazujac szczegolne punkty, ktore sie na niej znajduja.
Jestesmy juz gotowi na to, by zajaé sie trojkatami, ktore sa

Krzywa trzeciego stopnia Darboux

jednoczesnie trojkatami spodkowymi i trojkatami Cevy.

Definicja. Jesli spodkowy trojkat punktu P jest réwniez
trojkatem Cevy, to punkt P nazywamy czewiarnskim punktem
spodkowym (ang. pedal-cevian point).

Wiele wlasciwosci tych punktéw mozna znalezé w pracach
Darboux. Jednym z jego znanych wynikéw, uzyskanych
metodami algebraicznymi, jest dowod, ze czewianskie punkty
spodkowe ustalonego trojkata tworza tzw. krzywa trzeciego
stopnia Darboux; jest ich zatem nieskoriczenie wiele.

Zapewne wsrod osob zainteresowanych geometria wiele nieraz miato do czynienia
z zadaniami dotyczacymi czewianskich punktow spodkowych. Przyktadami
takich punktéw w dowolnym tréjkacie sa m.in. jego ortocentrum, srodek
ciezkosci, srodek okregu wpisanego i srodek okregu opisanego.

Chcielibysmy teraz przedstawi¢ pewng, ciekawa wlasnosé czewianskich punktow
spodkowych. Nie udalo sie¢ nam odnalezé publikacji przedstawionego rezultatu,
wiec jest niemala szansa na to, ze to wynik catkiem nowy. Niezaleznie od
stusznosci naszych przypuszczen, uwazamy, ze kazdy mitosnik geometrii doceni
jego elegancje!

Twierdzenie. Niech P,P,P, bedzie trajkatem spodkowym punktu P wewngtrz
trojkgta ABC'. Dodatkowo zaktadamy, ze AP,, BP,, CP, przecinajq sie
w punkcie R. Wtedy punkty P, R i $rodek okregu opisanego na P,P,P. lezg na
jednej prostey.
Dowdd. Niech D bedzie srodkiem okregu
opisanego na P, P, P, i niech punkty L, M, N beda
zdefiniowane tak, jak w stwierdzeniu 1. Zgodnie
z tym stwierdzeniem punkty te sa wspoélliniowe,
\Qb, Sb a prosta przez nie przechodzaca zawiera réwniez
/" punkty P i D (jest to o$ trojkata spodkowego
Py, Ry dla punktu P). Prosta ta jest jednak réwniez

AN 7 osig trojkata Cevy punktu R, zatem zgodnie ze

stwierdzeniem 2 przechodzi przez R, co dowodzi
wspolliniowosci punktéow P, R, D. ]

Prosta Eulera

Fu, Rq c Zastandwmy sie, czym skutkowaé bedzie powyzsze
stwierdzenie, jesli za punkt P przyjmiemy $rodek

okregu opisanego na trojkacie ABC. Okazuje sie, ze wowczas okrag opisany
na punktach P, P, P, zawiera spodki wysokosci trojkata ABC — jest to stynny
okrag dziewieciu punktow. W tej sytuacji punkt @ ze stwierdzenia 1 staje sie
ortocentrum trojkata ABC', a punktem R z naszego twierdzenia jest, rzecz
jasna, srodek ciezkosci trojkata ABC'. Pokazalismy wiec wspotliniowosé srodka
okregu opisanego, srodka okregu 9 punktéw, ortocentrum i srodka ciezkosci —
geometryczni smakosze z latwoscia rozpoznaja w tym prosta Eulera.

Warto zaznaczy¢, ze prosta Eulera nie jest okreslona dla trojkata
réwnobocznego, a nasza o§ PQRSD istnieje, o ile tylko nie przyjmiemy, ze

P = @ to srodek okregu wpisanego. Zachecamy Czytelnika do poszukiwan
innych ciekawych prostych, ktérych istnienie gwarantowane jest przez podane
przez nas twierdzenie!
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