swojego pomiaru, autorzy artykulu sprawdzili réwniez
konkurencyjne hipotezy: pierwsza z nich wskazywala,

ze GN-z11 jest tak naprawde pelna pylu galaktyka

o przesunieciu ku czerwieni wynoszacym z = 2,5, w ktorej
ustaly procesy gwiazdotwoércze, natomiast druga oparta
byta na przestaniu, ze jest to galaktyka z ekstremalnie
silnymi liniami emisyjnymi o przesunieciu ku czerwieni
z = 2,1. Jednak dla obu tych modeli zyskano znacznie
gorsze dopasowania niz dla z = 11,1.

W taki wlasnie sposob zostata odkryta — jesli o odkryciu
wolno tu méwi¢ — najdalsza znana obecnie galaktyka.

Najlatwiejsze zadanie?

Kamil RYCHLEWICZY,

Samo bicie rekordow odleglosci nie jest tu jednak,

moim zdaniem, najwazniejsze. Istotne wydaje sie to,

ze w ten spos6b mozemy obserwowaé bardzo mlode
galaktyki. Obserwujemy GN-z11 taka, jaka byla zaledwie
400 mln lat po Wielkim Wybuchu, gdy powstawaly

w niej pierwsze gwiazdy, obecnie juz dawno wygaste.
Dzieki tej obserwacji mamy, na razie waski, wglad

w poczatki istnienia galaktyk i na tej podstawie otwiera
sie przed nami mozliwos¢ weryfikacji istniejacych hipotez
powstawania galaktyk takich, jakie znamy dzisiaj, w tym
naszej.

Mariusz SKALBA**

Na drugim etapie tegorocznej Olimpiady Matematycznej pojawilto sie

nastepujace zadanie:

Zadanie 1. We wnetrzu trdjkata o bokach dtugosci 3, 4, 5 lezy punkt P.
Wykazaé, zZe jezeli odlegtosci P od wierzcholtkow sq wszystkie wymierne, to
odlegtosci P od bokow tez.

Zadanie pojawilo sie na zawodach z numerem 1 i (zgodnie z oczekiwaniami)
okazato sie bardzo tatwe — rozwiazala je znaczaca wickszo$¢ uczestnikow.
Przedstawimy szkic rozwiazania.

ze |PA| =
[PAP? ~

czyli jest wymierna.

Umiesémy trojkat (ktory jest, oczywiscie, prostokatny) w uktadzie
wspolrzednych tak, by jego wierzchotkami byty A = (0,
Niech punkt P ma Wsp()lrzqdne (x y) Wtedy z twierdzenia Pitagorasa wynika,
Va2 +y?, |PB| =
|PB|? = (2
a poniewaz |PA|,|PB| € Q, to x € Q. Analogicznie y € Q. Zatem wykazaliSmy,
ze punkt P lezy w wymiernych odleglosciach od bokow AB i AC. Odlegltosé od
boku BC' mozemy obliczyé, korzystajac, na przyklad, ze wzoru na odlegtosé
punktu od prostej. Poniewaz prosta BC' jest opisana rownaniem 3x + 4y — 12 = 0,
to szukana odlegtos¢ wynosi

O)ﬂ B = (43 O)a C= (033)

V(4 —1x)? 4+ y2. Stad

+ %) — (16 — 8z + 2% + y?) = 8z — 16,

|3z 4+ 4y — 12| [z + 4y — 12|
V3242 5 ’

Pomimo niewielkiej trudnosci samego zadania mozemy powiaza¢ z nim kilka
ciekawych probleméw. Pierwsze pytanie, ktére sie nasuwa, brzmi: czy w ogdle
istnieje punkt spetniajgcy warunki zadania? Przed przejsciem do dalszej czesci
artykutu Czytelnik moze sam sprobowaé¢ poszukaé takich punktow.

Chociaz ich reczne znalezienie moze byé¢ trudne, z pomoca komputera szybko
znajdujemy kilka punktéw spetniajacych nasze warunki. Najprostszy z nich

(o najmniejszych mianownikach) ma wspolrzedne ( 20

53 23) i jest odlegty od

29 75 52

wierzchotkow A, B, C odpowiednio o 2=,

237 237 23

Tak naprawde powiedzie¢ mozemy duzo wiecej. J.H.J. Almering w 1963 roku
udowodnil, ze dla dowolnego (niekoniecznie prostokatnego) trojkgta o bokach
wymiernej dtugo$ci zbior punktow, ktorych odlegtosci od wszystkich wierzchotkdow
sq wymierne, nie tylko jest niepusty, ale nawet nieskoriczony i ponadto jest
gestym podzbiorem plaszczyzny! Jak dowodzi T.G. Berry w pracy z 1992 roku,
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Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

**Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
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wystarczy jedynie zalozy¢, ze kwadraty dtugosci bokéw sa wymierne i co
najmniej jeden bok trojkata ma dlugo$é¢ wymierna — to ostatnie zalozenie
jest konieczne, bo w trojkacie o bokach v/2, v/3, v/5 nie ma zadnego punktu
o wymiernych odlegltosciach od wierzchotkow (zachecamy Czytelnika do
samodzielnego udowodnienia tego faktu).



|AD|?> + |CD|* = |AC|?
|AD|? + |BD|* = |AB|?

w

Rozwigzanie zadania M 1515.

Niech hg, = 2, hy =3 i h. = 4 beda
wysokosciami trojkata, spuszczonymi
odpowiednio na boki dtugosci a, b oraz c.
Woéwcezas wiemy, ze hoa = hpb = hcc.

W takim razie a = 6z, b = 4o i ¢ = 3x dla

pewnego .

Ze wzoru Herona pole tego trojkata jest

réwne

przyréownaniu tej wartosci do %haa = 6z,

. 24
otrzymujemy x =

obliczy¢ obwod trojkata

p =13z =24 -,/13/35.

5-7-1

3

, skad mozna

Kolejne pytanie, jakie mozemy sobie postawié¢, dotyczy uogdlnienia wyjsciowego
zadania. Rozumowanie analogiczne do przedstawionego powyzej rozwiazania
pokazuje, ze teza zadania jest spetniona dla dowolnego trdjkata prostokagtnego

o bokach wymiernych.

Wykazemy teraz, ze teza zachodzi dla dowolnego trojkata o bokach dtugosci
wymiernej i wymiernym polu. Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 1. Zatdozmy, ze trdjkgt ABC ma wymierne boki. Niech AD bedzie
wysokoSciq tego trojkgta. Wtedy odcinki BD i C'D majg dlugo$ci wymierne.

Dowdd. Wiemy, ze |BD| + |CD| = |BC| lub |[BD| — |CD| = |BC|, co jest liczba
wymierna. Ponadto z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |BD|? — |CD|* =

= |AB|? — |AC?, co tez jest wymierne. Stad |BD|+ |CD| i |BD|— |CD| sa
wymierne, co natychmiast implikuje teze lematu. O

Zatozmy teraz, ze trojkat ABC ma wymierne boki i wymierne pole. Przyjmujac
oznaczenia jak w lemacie, dostajemy, ze |AD| jest wymierne (ze wzoru na

pole trojkata), a takze |[BD| i |C'D| sa wymierne. Zatem mozemy ustawic
trojkat w ukltadzie wspolrzednych tak, aby punkty A, B, C' mialy odpowiednio
wspotrzedne (0,a), (b,0), (¢,0) dla pewnych liczb wymiernych a, b, ¢. Rozwazmy
punkt P = (x,y) o wymiernych odlegtosciach od punktow A, B, C. Kwadraty
tych odleglogci tez sa liczbami wymiernymi i sa rowne odpowiednio = + (y — a)?,
(x — b)%2 + 12, (x — ¢)? + y%. Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzi¢, ze
wymierno$¢ tych liczb implikuje wymiernoéé z i y.

Mozemy p0js¢ jeszcze dalej i zapytaé, czy da sie uog6lnié¢ ten rezultat na inne

wielokaty. Okazuje sie, ze tak:

Zatozimy, ze WiWy ... W, jest wielokgtem wypuklym o wymiernych bokach
b1,...,b, 1 wymiernym polu S, a P niech bedzie punktem we wnetrzu tego
wielokgta. Wowczas, jesli wszystkie odlegtosci P od wierzchotkow tego wielokgta
sq wymierne, to rowniez wszystkie odlegtosci P od jego bokdow sq wymierne.

Dowdd korzysta z nastepujacego prostego faktu.

Lemat 2. Jesl dtugosci bokow trojkata a,b,c sq wymierne, to jego pole s spetnia
warunek s? € Q.

Wynika to, na przyklad, ze stynnego wzoru Herona

s =/pp—a)(p—b)(p - ¢) gdzie p = (a + b +¢)/2,
ale mozna udowodnié¢ to duzo prosciej. Nastepny lemat jest bardziej
wyrafinowany, ale przy naszym podej$ciu niezbedny.

Lemat 3. Zatozmy, zZe liczby q1, ..., q, sa wymierne i dodatnie oraz Ze liczba
Vi + .+ /qn tez jest wymierna. Wowczas wszystkie liczby /q; sq wymierne.

Czytelnik Oblatany moze zglebi¢ zakamarki dowodu, a Czytelnik Niesmialy na
ten czas moze przyjaé¢ jego poprawnos¢ na wiare i przej$¢ do dalszej czesci.

Dowdd. Zatozmy, ze jest inaczej i rozwazmy ciato K = Q(y/q1,- - -, /qn). Mamy
wiec K # Q i cialo K jest rozszerzeniem Galois ciata Q (gdyz jest cialem
rozktadu wielomianu H;.l:l(:r2 —¢;)). Niech ¢ bedzie dowolnym nietrywialnym
automorfizmem K nad Q. Poniewaz

Va+ . oV =weQ, wiec o(\/q1)+...+0(/qn) =0c(w) =w

(gdyz o zachowuje dziatania). Dla kazdego j € {1,...,n} mamy o(,/q;) = \/q;
albo o(,/q;) = —/@;- Ale z powyzszych dwoch rownosci wynika, ze zawsze musi

by¢ o(\/q;) = /@, a zatem o = id — sprzecznosc. a
Przechodzimy teraz do dowodu uogélnienia. Niech s, ..., s, beda polami

trojkatow Wi PWa,... W, PW;. Z lematu 2 mamy s; = ,/q; gdzie q; € QT dla
Jj=1,...,n. Z zalozenia \/q; + ...+ /g, = S € Q, a zatem na podstawie lematu 3
mamy s; = ,/q; € Qdla j=1,...,n. Z wymiernosci bokéw wielokata i wzoru na
pole trojkata wynika teraz, ze odleglosci punktu P od bokéw sa wymierne.
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