Bity w szufladkach Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL*

‘W wersji anglosaskiej zasada ta jest
znana pod nazwa pigeon hole principle,
czyli zasada klatek w golebniku; role
szuflad pelnig klatki, role obiektow
golebie.

Trzeciego sposobu przedstawienia 1 juz
byé nie moze, choé¢ to wcale nie jest az
tak oczywiste, jakby si¢ moglo wydawac.
Ciekawe tez, ze niektore liczby wymierne
maja tylko jedno przedstawienie,

a niektére dwa. Czy widzisz, Czytelniku,
ktore?
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Tak zwana zasada szufladkowa Dirichleta, jakze lubiana przez rozmaite komitety
olimpiad matematycznych, taczy w sobie dwie atrakcyjne cechy. Z jednej strony
jest tak prosta, ze nawet dziecko w przedszkolu jest w stanie ja zrozumie¢,

z drugiej zas$ zawiera zupelnie nieoczywisty element niekonstruktywny. Glosi
ona mianowicie, ze wktadajac do n szuflad wiecej niz n przedmiotéw, mamy
pewnosé, ze w ktorejs szufladzie beda co najmniej dwa obiekty. W ktorej —

nie wiadomo, ale na pewno w ktorejs. W kombinatoryce czasami spotykamy
sytuacje, w ktorej mozna zastosowaé niejako dualne rozumowanie: jesli do n
szuflad wlozymy n obiektéw i zadna szuflada pusta nie bedzie, to w zadnej
szufladzie nie moze si¢ znalezé wiecej niz jeden obiekt. Mozemy powiedzie¢
dosadniej: w kazdej szufladzie bedzie doktadnie jeden obiekt. Znowu, mozna
powiedzie¢, to widzi kazdy przedszkolak, ale, wbrew pozorom, spostrzezenie

to utatwia czesto rozumowanie w stopniu podobnym, jak wspomniana zasada
szufladkowa.

Wynalazek systemu dziesietnego byt dla matematyki przetomowy. Zapisywanie
liczb w uktadzie pozycyjnym uproscito niezwykle zaréwno sam sposob opisu,
jak i — przede wszystkim — algorytmy wykonywania na nich dzialan. (Jesli

kto$ nie wierzy, niech sprobuje w systemie rzymskim np. pomnozy¢ dwie liczby
kilkucyfrowe.) Jedna z mitych i wcale nieoczywistych cech ukladu pozycyjnego
jest to, ze da si¢ w nim wyrazi¢ kazda liczbe naturalng i to na jeden tylko
sposob, jesli umowimy sie, ze nie piszemy zer przed wlasciwymi cyframi. To,

ze taka jednoznacznos¢ przedstawienia nie jest oczywista, wida¢ choé¢by gdy
przejdziemy do liczb wymiernych. Na przyktad 0,49999... i 0,50000... to
dwa rozne okresowe zapisy tej samej liczby % Zeby bylo ciekawiej, z kolei liczby
niewymierne maja zawsze jednoznaczne przedstawienie w postaci nieskonczonego
rozwiniecia dziesietnego.

Okazuje sie, ze nie tylko system dziesietny ma te wlasnosci. Wystarczy wziaé
dowolng podstawe systemu pozycyjnego wieksza od 1 i otrzymamy analogiczne
wyniki — tez niektore liczby wymierne beda mialy dwa przedstawienia (ale beda
to na ogodl inne liczby niz w przypadku systemu dziesietnego), tez wszystkie
wymierne liczby beda mialy reprezentacje okresowe i tez liczby naturalne

beda mialy jednoznaczne przedstawienie. Chyba jako pierwszy odkryt to

w XVII wieku dla ukladu dwojkowego Gotfried Wilhelm Leibniz, ktory tak

sie zachwycil mozliwosciami systemu binarnego, ze postulowal powszechne
przejscie z systemu dziesietnego na dwojkowy. Jakze przyjemna stataby sie
nauka tabliczki mnozenia! Wystarczytoby zapamieta¢ wyniki mnozenia zer

i jedynek przez zera i jedynki.

Sprobujmy wykazaé, ze w systemie dwojkowym faktycznie wszystkie liczby
naturalne maja jednoznaczne przedstawienie. Przypomnijmy: system dwéjkowy
operuje tylko dwiema cyframi: zerem i jedynka. Na pozycji i-tej od konca (przy
czym umowmy sie, ze ostatnia pozycja ma numer 0, przedostatnia 1, itd.)
mamy cyfre 1 lub 0, w zaleznosci od tego, czy w sklad liczby, ktora chcemy
reprezentowaé, wchodzi wartogé 2¢, czy nie. Taka cegietke 2° mozemy przy tym
uzy¢ co najwyzej raz — dlatego mamy tylko dwie cyfry w ukltadzie dwojkowym.
Na przyktad liczba 13 ma przedstawienie dwojkowe 1101, gdyz 13 =8+4 + 1 =
=1-2541-2240-2'+1-2° Zatem komponujemy warto$é¢ kazdej liczby jako
sume pojedynczych poteg dwojki.

Pokazemy najpierw, ze kazda liczbe dodatnia da sie przedstawi¢ w zapisie
dwojkowym co najmniej na jeden sposéb. Zero to 0, wiec sie da. Wezmy teraz
dowolna dodatnig liczbe caltkowita n. Zalozmy (indukcja), ze mniejsze od niej
liczby maja przedstawienie dwojkowe, czyli dadza sie uzyskaé przez zsumowanie
réznych pojedynczych poteg dwojek. Niech k = 27 bedzie najwicksza potega
dwojki nieprzekraczajgca n. Liczba n’ = n — k jest nieujemna i mniejsza od n,
wiec na mocy zatozenia indukcyjnego ma przedstawienie dwojkowe. Jednoczesnie
n’ < k, bo inaczej k nie bytoby najwicksza potega dwojki mniejsza od n.

Zatem biorac jedynke na pozycji j, a nastepnie dopisujac rozwiniecie liczby n’
(oczywiscie, uzyjemy tylko pozycji j — 1,5 —2,...,0), otrzymujemy liczbe n
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Podobnie jest zreszta w systemie
dziesietnym: najwieksza dziesi¢tna liczba
j-cyfrowa to 107 — 1.

Liczby te, nazwane pdzniej jego imieniem,
Fibonacci zdefiniowal w stynnej — chyba
pierwszej nowozytnej europejskiej ksigzce
matematycznej — Liber abaci, napisanej
w 1202 r. Otrzymal je przy okazji analizy
modelu rozrostu populacji krélikow

w hodowli.

Edouard Zeckendorf (1901-1983), Belg,
byl z zawodu lekarzem wojskowym, ale
zajmowal sie matematyka w ramach
hobby na tyle skutecznie, ze opublikowal
kilkadziesiat prac naukowych, gltéwnie

z teorii liczb.

reprezentowana za pomoca j + 1 cyfr binarnych. Czy jednak nie mozna liczby n
otrzymaé¢ w inny sposob, zaktadajac, ze kazda potege dwojki bierzemy tylko co

najwyzej raz? Okazuje sie, ze nie i w celu pokazania tej jednoznacznosci uzyjemy
naszej odwroconej zasady Dirichleta.

Zauwazmy, ze najwieksza liczba, ktora da sie zapisa¢ za pomoca poczatkowych
j poteg dwojki, to 27 — 1. Jezeli bowiem zlozymy liczbe z j jedynek, czyli
wezmiemy wszystkie wartosci odpowiadajgce bitom j — 1,5 —2,...,0, to
uzyskamy Ei;t 2% = 27 — 1. Zatem, jesli jeszcze przypomnimy sobie o zerze,
reprezentowanym przez j zer, to okaze sie, ze na co najwyzej j bitach mozemy
reprezentowaé 27 liczb: wszystkie pomiedzy 0 a 27 — 1 wlacznie.

A ile jest ciagow zerojedynkowych dtugosci j? Tyle samo, czyli 27. Zatem skoro
kazda liczbe z zakresu [0,...,27 — 1] da si¢ reprezentowaé na j bitach, to nie jest
mozliwe, zeby dwa takie ciagi reprezentowaly w tym zakresie te sama liczbe —
nie starczytoby ich wtedy do reprezentowania wszystkich liczb. Poniewaz zas

j bylo wybrane dowolnie, wiec rozumowanie to dotyczy kazdego j-bitowego
zakresu. Szufladkami w tym przypadku sa liczby z zakresu [0, ...,27 — 1],

a obiektami j-bitowe ciagi zerojedynkowe.

Dopiero w XX wieku zostal odkryty nowy binarny system reprezentowania
liczb naturalnych za pomoca liczb Fibonacciego. Przypomnijmy: liczby

te wprowadzone zostaly do matematyki na poczatku XIII wieku przez
wloskiego uczonego Leonarda z Pizy zwanego Fibonaccim. Definiujemy je tak:
pierwsze dwie liczby Fibonacciego to 01 1, a kazda nastepna jest suma dwoch
poprzednich. Wygodniej jest zacza¢ numeracje od zera, wiec mamy Fy =0, F} =1,
F, =F, 1+ F,_» dlan > 1. Liczby Fibonacciego tworza nieskorniczony ciag

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377, . . ..

Powstaje pytanie: czy liczby Fibonacciego moglyby stuzy¢ jako podstawa
systemu binarnego, w ktérym liczby naturalne komponowaliby$my, nie sumujac
wybrane potegi dwojki, lecz poprzez dodanie wybranych liczb Fibonacciego? Na
przyktad liczbe 10 mozna by byto otrzymac jako 8 + 2, ale tez jako 5 + 3 + 2,
jak rowniez 54+ 3+ 141, czy wrecz 5+ 3+ 1+ 14 0. Co prawda kazdej liczby
Fibonacciego moglibySmy w naszym rozktadzie uzy¢ tylko raz, bo system ma by¢
binarny, ale i tak widaé, ze niektoére z tych rozktadéw sa sztuczne. Wprowadzmy
zatem dwa ograniczenia:

e nie uzywamy pierwszych dwoch liczb Fibonacciego, czyli zera i pierwszej
z jedynek;

e nie uzywamy dwoéch sasiednich liczb Fibonacciego — ich suma jest nastepna
liczba Fibonacciego, wiec nie rozmieniajmy na drobne samych liczb
Fibonacciego; skupmy sie na istotnie réznych reprezentacjach.

Przy tych ograniczeniach okaze sie, ze liczba 10 ma tylko jedno przedstawienie:
8 4+ 2. Nie tylko 10. Jezeli bedziemy probowali z innymi liczbami naturalnymi,
to przekonamy sie, ze one tez dadza si¢ przedstawi¢ za pomoca takich

sum i to tylko na jeden sposob respektujacy podane wyzej zastrzezenia.

To jest wtasnie trescia twierdzenia udowodnionego jeszcze przed I1 wojna
$wiatows, ale opublikowanego dopiero w 1972 r. przez Edouarda Zeckendorfa,
a sposoOb reprezentowania liczb naturalnych nazywa sie binarna reprezentacja
Fibonacciego lub kodowaniem Zeckendorfa. Kodowanie to zaklada, ze bit

o numerze j odpowiada za liczbe Fj1; dla j > 0. Aby wykaza¢ poprawnosé

i jednoznaczno$é takiej reprezentacji, ponownie zastosujemy odwrocona zasade
Dirichleta.

Najpierw, tak jak poprzednio, pokazemy, ze kazda liczba ma przedstawienie
Zeckendorfa. Podobnie jak w przypadku systemu binarnego uzyjemy indukcji.
Niech Fj} bedzie najwieksza liczba Fibonacciego, nieprzekraczajaca n. Znowu
dla n =11 n = 2 sprawdzamy bezposrednio, ze odpowiadaja im ciagi 1 oraz 10.
Zalozmy teraz, ze n > 2 i ze wszystkie liczby mniejsze od n maja przedstawienie
Fibonacciego. Rozwazmy najwigksza liczb¢ Fibonacciego F); nieprzekraczajaca n.
Nasza reprezentacja bedzie zatem (j 4+ 1)-bitowa. Jej drugim bitem bedzie zero,
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i 716 |5(4|3[2]|1
Fiy1 21113 |18(5(3[2]|1
0 0)0(|0f(0]|0O]|O]|O
1 0)0|0(0|0]|O]1
2 0|0 (|0f(0OjO|1]O0
3 010|0|0]1|0]O
4 00 |0f(0|1]|0]|1
5 010 |0|1]|0O|0O]|O
6 0]0|0|1]0O|0O]|1
7 0|10 (0f1]0|1]O0
8 0|0(|1(0]|0]|O0O]O0
9 0|0 |1(0|0[|0]|1
10 0|0 (|1f(0j0|1]O0
11 0|0 (|1f(0|1]0]O0
12 0|0 (|1f(0|1]0]|1
13 0] 1|0{0]0|0O]|O

Tabela kilku poczatkowych liczb
w binarnej reprezentacji Fibonacciego

gdyz liczba n — F; musi by¢ mniejsza od Fj_q, bo inaczej F;, = F; + F;_; bytaby
mniejsza od n, co przeczyloby definicji F;. Dzieki temu, ze drugi bit jest réwny
zeru, mozemy skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego i uzupetnié¢ ciag zaczety od
10 o przedstawienie Fibonacciego liczby n — F;. Bedzie on na pewno poprawna
reprezentacja n, w ktoérej zadne dwie jedynki nie wystapia obok siebie.

Teraz zajmiemy sie jednoznacznoscia. Najpierw jednak zastanéwmy sie, jak
wyglada najwieksza liczba reprezentowana w systemie Zeckendorfa na j bitach.
Zaczyna si¢ od jedynki odpowiedzialnej za wartos¢ Fj,, potem musi by¢ zero
(rezygnujemy z liczby F}), a nastepnie najwicksza liczba reprezentowana na

j — 2 bitach, czyli znéw jedynka odpowiadajaca F;_;, potem zero, jedynka,
zero, az dojdziemy do konca. W zaleznosci od tego, czy j jest parzyste, czy

nie, zakoriczymy nasza reprezentacje zerem lub jedynka. Pokazemy teraz, ze
Fioi+Fjoy+ Fj_s+ ... = Fj1o — 1, czyli Ze najwigksza liczba reprezentowana na
j bitach jest (j + 2)-ga liczba Fibonacciego pomniejszong o 1. Dla j = 1 zgadza
sie: najwieksza liczba to 1, czyli F3 — 1. Dla j = 2 tez: ciag 10 reprezentuje liczbe
2 = F; — 1. Podwojne sprawdzenie bazy indukcji jest tu konieczne, ze wzgledu
na dwa mozliwe zakoriczenia: zerem lub jedynka, w zaleznosci od parzystosci j.
Jedli teraz j > 2, to najwigksza liczba j-bitowa ma wartos¢ rowng Fjq plus, na
mocy zalozenia indukcyjnego, najwicksza liczba na j — 2 bitach, czyli F; — 1. Ale
Fjy1+ F; —1=Fjy5 — 11 mamy teze.

Skoro juz wiemy, ze na j bitach mozna reprezentowaé wszystkie liczby od zera
do Fji» — 1, to zadajmy standardowe pytanie: a ile jest takich j-elementowych
zerojedynkowych ciagow, ze zadne dwie jedynki nie wystepuja obok siebie.
Oznaczmy te liczbe przez T'(j). Dla j = 0 mamy odpowiedz T(0) = 1 (pusty ciag).
Dla j = 1 wiemy, ze takich ciagow mamy 2, czyli T(1) = 2. Teraz zastané6wmy
sie, jak to bedzie w przypadku j > 1. Albo taki j-elementowy ciagg bitow konczy
sie jedynka, albo nie. Jesli koriczy sie jedynka, to na przedostatnim bicie musi
by¢ zero, a na pozostatych j — 2 bitach dowolny uklad, a ich jest T'(j — 2). Jesli
za$ taki ciag konczy sie zerem, to na pozostalych j — 1 bitach moze by¢ dowolny
uktad, a jest ich T'(j — 1). Ostatecznie mamy nastepujace rownanie rekurencyjne:

T0)=1(=F), TA)=2(=F), TG =TGE-2)+T(G-1).
Rozwiazaniem tego uktadu jest T'(j) = Fjio.

Wiemy wiec, ze na j bitach mozna reprezentowaé co najwyzej Fj o liczb i wiemy,
ze mozna reprezentowa¢ wszystkie liczby od 0 do Fj45 — 1, a jest ich oczywiscie
tez Fjio. No to nie ma tu miejsca na niejednoznaczno$é! Odwrocona zasada
Dirichleta dziata i tutaj. Kazda liczba naturalna ma zatem jednoznaczne
przedstawienie Fibonacciego.

Powstaje pytanie, czy takie binarne reprezentacje Fibonacciego moga sie do
czegos przydac¢? Nieoczekiwanie — poza interesujaca wlasnoscia jednoznacznego
rozktadu — notacja Zeckendorfa daje nam pamieciows metode przyblizonej
konwersji mil na kilometry i na odwrét. Najpierw zastandéwmy sie, jak zmienia
sie wartos¢ liczby zapisanej w notacji Zeckendorfa, gdy na koricu ciagu zer

i jedynek reprezentujacych jakas liczbe dopiszemy zero. Sumowane wartosci
beda teraz odpowiadaty liczbom Fibonacciego o indeksach o 1 wiekszych.

W uktadach pozycyjnych tez jest podobnie: dopisanie zera na koncu liczby,
np. w ukltadzie dziesietnym, powoduje, ze kazda cyfra zacznie odpowiadaé
dziesiatce podniesionej do potegi o 1 wyzszej, wskutek czego liczba zwiekszy
swoja wartos¢ dziesieciokrotnie. Ilokrotnie jednak zwiekszy sie wartosé liczby
zapisanej w binarnej notacji Zeckendorfa po dopisaniu zera na koricu?

Liczby Fibonacciego, co zostato odkryte po raz pierwszy przez Eulera

w 1768 roku, spelniajg zupelnie nieoczywista rekurencje: F, .1 = ¢F,, + ¢", gdzie
=155 —-1618...,ap =15 = —0,618... Ze wrgledu na to, ze ¢" dazy
szybko do zera, mozemy przyjaé, ze kazda liczba Fibonacciego o w miare duzym
indeksie jest w przyblizeniu ¢ razy wieksza od swojej poprzedniczki i btad
bedzie tym mniejszy, im wyzszy numer. Zwigkszenie numeru liczby Fibonacciego
o jeden odpowiada zatem mniej wiecej przemnozeniu przez 1,618.... Tymczasem
jedna mila to okolo 1,609; prawie .
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Jak zatem zamienia¢ mile na kilometry? Wystarczy znalezé reprezentacje
Zeckendorfa danej liczby mil, a nastepnie zsumowac liczby Fibonacciego

o numerach o 1 wyzszych. Przyktadowo, jedziemy w Stanach Zjednoczonych
samochodem i widzimy ograniczenie do 55 mil/h. Usmiechamy sie tylko, bo

55 to przypadkowo dziesiata liczba Fibonacciego, wiec tylko przeskakujemy

do jedenastej, czyli 89 km/h. W rzeczywistosci powinno wyjsé¢ 88,514, zatem
btad 0,486 to niespelna pot kilometra na godzine. IdZzmy dalej: inne czeste
ograniczenie 45 mil/h. Tym razem w pamieci rozkladamy 45 jako 34 +8 + 3

i przesuwamy indeksy z 34, robigc 55, z 8 robiac 13, a z 3 robigc 5. Razem
55+ 13+ 5 = 73 km/h. Tym razem blad nieco wiekszy: powinno wyjsé¢ 72,420,
czyli dostalismy o 0,580 za duzo. Ale caly czas mieScimy sie w granicach ponizej
jedynki. Jak sie okazuje, dla wszystkich liczb az do 58 mil nie zrobimy btedu
przekraczajacego 1.

W druga strone analogicznie, tylko trzeba pomniejsza¢ indeksy liczb
Fibonacciego. Na przyktad: ile mil to 100 kilometroéw? Liczymy: 100 = 89 + 8 + 3,
wiec bierzemy liczby Fibonacciego przesuniete w lewo: 55 + 5 4+ 2 = 62 mile.

W rzeczywistosci powinno wyjsé 62,137, wiec tym razem btad jest maty.
Mielidmy szczescie. Podobnie jak z milami, az do 95 km podana konwersja nie
oszuka nas o wiecej niz 1. Przy czym stosujemy zasade: zostawiamy ostatnia
jedynke rozwiniecia; przeciez na lewo od jedynki F5 jest jedynka Fj.

Pozostaje nauczy¢ sie liczb Fibonacciego na pamieé. Pamietajmy:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1567, 2584, . . .

Pewne uogdlnienie prostej Eulera
Chuong Chi NGUYEN*, Hung Son NGUYEN*

Panuje przekonanie, ze w niemodnej obecnie dziedzinie geometrii klasycznej
wszystko jest znane i nie pozostato nic do odkrycia. Ktam temu stwierdzeniu
zadaje dos¢ ciekawe 1 (jeszcze) malo znane twierdzenie, ktore przedstawiamy
w niniejszym artykule. Warto zaznaczy¢, ze srodki, jakie postuzyly nam do
dowodu, sa czysto geometryczne i nie korzystaja z narzedzi analitycznych. Aby
utatwi¢ jego zrozumienie, przedstawiamy najpierw pewne pojecia, definicje

i bardziej znane fakty powiazane z tym zagadnieniem.

Definicja. Trojkatem spodkowym punktu P wewnatrz trojkata ABC
nazywamy tréjkat, ktérego wierzchotkami sa rzuty prostokatne punktu P na
boki trojkata ABC.

Wykazemy teraz, ze dla kazdego trojkata spodkowego mozna wskazaé¢ pewien
,stowarzyszony” z nim trojkat spodkowy.

Lemat 1. Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz trojkgta ABC, a P,P,P,
jego trajkgtem spodkowym. Okrgg opisany na trojkecie P, P, P, przecina boki BC),
CA, AB dodatkowo w punktach Q.,Qp, Q.. Wtedy Q.Q,Q. tez jest trojkatem
spodkowym dla pewnego punktu lezgcego wewngtrz trojkgta ABC.

Dowdd. Niech D bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie P, P, P,,

a @ punktem symetrycznym do punktu P wzgledem D. Z oczywistych powodow
D nalezy do symetralnej odcinka P,Q), oraz PP, jest prostopadly do BC),

wiec PP,Q,Q jest trapezem. To oznacza, ze QQ, jest prostopadly do BC.
Analogicznie otrzymujemy, ze Q@ i QQ. sa prostopadle odpowiednio do C' A

i AB. Inaczej mowiac, Q,QpQ. jest trojkatem spodkowym punktu @ wzgledem
trojkata ABC. |

Zauwazmy, ze na czworokatach CP,PP,, CQ,QQ, i Q,P,P,Q, mozna opisaé
okregi, a zatem

¥PCP, = ¥PP,P, =90° — ¥P,P,C = 90° — xQ, Q,C = ¥QQ,Q. = ¥QCQ,.
Analogicznie pokazujemy, ze X PAP, = xQAQ. i xPBP, = xQBQ., co oznacza,
ze punkty P i () sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC. Zauwazmy tez, ze
jesli P nie jest srodkiem okregu wpisanego, to P # ). Ponizej przedstawiamy
pewna wlasnos¢ prostej przechodzacej przez punkty izogonalnie sprzezone
w dowolnym trojkacie.
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