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Rozwigzanie zadania M 1512.
Niech [F] oznacza pole figury F.
Poniewaz K i N sa $rodkami odcinkow
AB i AD, to KN||BD oraz
2. KN = BD. Podobnie otrzymujemy
LM||BD oraz 2- LM = BD. W takim
razie czworokat K LM N ma dwa boki
rownej dlugosci i réwnolegle, wiec jest
réwnoleglobokiem o §rodku S. Ponadto
trojkat ABD jest obrazem trojkata AKN
w jednoktadnosci o srodku A i skali 2,
wigc [ABD] = 4 - [AK N]. Z analogicznych
rozwazan dla trojkatow BK L, CLM
i DM N otrzymujemy
4-[AKN]+4-[BKL]+
+4-[CLM]+4-[DMN] =
=[ADB] + [BAC| + [CBD] + [DCA] =
=2.[ABCD].
Stad mamy
[ABCD]=2-[KLMN]=38-[KLS].
Wiemy réwniez, ze
4-[BKL] =[BAC]| < [ABCD].
W takim razie otrzymujemy
[KBLS] = [KBL] + [KLS] <

N

1 1
[ABCD] + S [ABCD] =

3
—[ABCD)]
8
oraz
1
[KBLS] > [KLS] = g[ABCD].

W takim razie

8

3 < [ABCD] < 8.
Minimum jest osiggane dla czworokata
(zdegenerowanego), w ktéorym wierzchotki
A, D i C sg wspolliniowe (woéwczas
[ABC] = [ABCD]), a maksimum — gdy

wierzcholki A, B i C sa wspoélliniowe
(wowezas [ABC] = 0).

*Instytut Elektrotechniki i Informatyki,
Wydzial Inzynierii Elektrycznej
i Komputerowej, Politechnika Krakowska

Zloty podzial odcinka a ladowanie
akumulatora samochodowego

Maciej SIWCZYNSKI*

Akumulator samochodowy jest jednym z wielu zrodel energii, jakie sg uzywane
w praktyce. Zrodlami energii elektrycznej sa rowniez ogniwa, pradnice —
maszyny pradu stalego, alternatory, turbogeneratory itd. Kazde zrédlto energii
elektrycznej mozemy sobie wyobrazi¢ jako ,skrzynke” dostepna z zewnatrz
poprzez pare koricowek, zwanych tez zaciskami, tworzacych tzw. ,port
energetyczny” (rys. 1), na ktorym obserwuje sie pare wielkosci fizycznych
nazywanych w technice sygnatami.

Dla zZrodla energii elektrycznej pare sygnatow stanowia napiecie elektryczne
i natezenie pradu elektrycznego, ktore oznaczymy w oraz i. Iloczyn tych
sygnaléw stanowi moc chwilowa;:

p(t) = u(®)i(t).
Na ogdét zaréowno wu, i, jak i p, zaleza od czasu, ale istnieje spora grupa zrodel
energii, w ktorych funkcje te sa stale w czasie (lub zmieniaja si¢ bardzo
powoli) i dlatego nazywa sie je zrodtami napiecia (badz pradu) stalego. Modele
matematyczne takich zrodet sa szczegodlnie proste, gdyz pomija sie w nich
zaleznos¢ od czasu. Przykladami tego typu zrodet sa ogniwa, pradnice pradu
stalego, turbiny, ale rowniez akumulatory samochodowe. Tymi ostatnimi
zajmiemy sie w tym artykule. Réwnanie opisujace akumulator, ktore wiaze ze
soba sygnaly u — napiecie oraz ¢ — natezenie pradu elektrycznego, ma postaé

u—+v=e,

gdzie e nazywa sie ,gsila elektromotoryczna’ Zrodta, natomiast v = ri, gdzie r to

tzw. opor wewnetrzny zrodta. Réwnanie to na plaszczyznie we wspoltrzednych

(v,u) przedstawia prosta przechodzaca przez ¢wiartki I, IT 1 IV wyznaczona

przez punkty o wspolrzednych (0,e) i (e,0) (rys. 2). Pierwszy punkt nazywa

sie ,,punktem otwarcia” zrodta — przy pradzie ¢ = 0, drugi punkt to tzw. ,punkt

zwarcia” — przy u = 0. Napiecie elektryczne akumulatora przy ¢ = 0 nazywa sie
€

napigciem otwarcia u, = e, a prad przy u = 0 — pradem zwarcia i, = <.

Oproécz réwnania linii prostej we wspotrzednych v, u wystepuje jeszcze jedno
rOwnanie energetyczne:
uv = pr,

gdzie p jest moca wyprowadzang z akumulatora. Jest to rownanie hiperboli,
ktora dla p > 0, gdy akumulator sie¢ roztadowuje, przechodzi tylko przez
¢wiartke I, a dla p < 0, gdy akumulator si¢ taduje, przez é¢wiartki ITi IV.
Hiperbola ma wéwczas dwie galezie, jak to wida¢ na wykresie.

Wraz ze zmiana mocy p od —oo do 400 otrzymuje sie¢ cala rodzine hiperbol.

O tym, jaka warto$é¢ przyjmie moc p pobierana z akumulatora, decyduje czynnik
zewnetrzny, czyli albo odbiornik energii, albo urzadzenie tadujace zrédto, przy
czym wlasnosci akumulatora naktadaja na mozliwe wartosci mocy pewne
ograniczenia, ktorych analiza sie zajmiemy.

Rozpatrujac proces pobierania energii z akumulatora, stawia sie pytanie,
kiedy moc p osiaga wartos¢ maksimum. Poszukiwanie punktu maksimum p
na wykresie polega na tym, aby sposréd wszystkich prostokatéow o bokach u, v
opierajacych sie o prosta u + v = e, czyli o tym samym obwodzie, wybraé ten,
ktory bedzie mial najwicksze pole powierzchni. Oczywiste jest, ze prostokat ten
musi by¢ kwadratem. Jest to rownowazne z tym, ze funkcja
1

plu) = ~ule — u)

osiaga maksimum w punkcie v = 5. Punkt o wspoirzednych
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Rozwigzanie zadania F 916.
Ze wzgledu na ogromna odleglo$é do
Stonca soczewka skupiajaca wytworzy
jego obraz w odleglosci praktycznie
réwnej jej ogniskowej f. Srednica obrazu
bedzie rowna d = 2f - tg(a/2) i na krazku
o tej srednicy zostanie skupiona cata moc
padajaca na powierzchnie soczewki —
niech $rednica soczewki wynosi D.
Drewno ma mate przewodnictwo cieplne,
przyjmijmy wiec w grubym przyblizeniu,
ze gtownym mechanizmem utraty ciepla
z jego powierzchni bedzie promieniowanie
termiczne. Temperatura T" powierzchni
ustali sie, gdy moc docierajaca od Stonca
na powierzchnie obrazu po skupieniu
przez soczewke bedzie réwna mocy
wypromieniowanej przez powierzchnie
obrazu. Mamy wiec rownanie:
D? ¢
T—W =n—0T",
4 4

ktore pozwala nam obliczyé¢ wartosé
temperatury obrazu Stonca. Warunkiem
zaplonu jest T > Ty = (3004 273) K.
Ostatecznie otrzymujemy:

D? aie? (& oTy
7> (5) 5
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy warunek D/f > 0,022.

‘W naszych obliczeniach, poza
przewodnictwem ciepta w drewnie,
pomineliémy straty energii podczas
przechodzenia promieniowania przez
material soczewki oraz straty wynikajace
ze zjawiska konwekcji w powietrzu i wad
optycznych soczewki (aberracja sferyczna
i chromatyczna). Rzeczywisty stosunek
D/ f pozwalajacy za pomoca soczewki
zapali¢ drewno jest z tych powodoéw

3 do 4 razy wiekszy, niz to wynika

Z naszego oszacowania.

nazywa si¢ punktem dopasowania odbiornika energii do Zzrodla (akumulatora).
Wspotrzedne tego punktu wyznaczaja wartos¢ mocy maksymalnej otrzymywanej
z akumulatora

. I
Pmax = Udld = Zuozza
gdzie ug := %5 = §, ig := %5 = 5. Zagadnienie dopasowania odbiornikow

do 7zrodel energii jest obszernym problemem technicznym i teoretycznym
wymagajacym zaangazowania bardziej rozwinietego aparatu matematycznego
(rachunek wariacyjny, analiza funkcjonalna). Ten problem znacznie sie upraszcza
i nazywa sie dopasowaniem odbiornika do zrédla napiecia statego ze wzgledu
na maksimum pobieranej z niego mocy. W tym celu na rysunku 2 wyrézniamy
dwa kwadraty: duzy kwadrat, tzw. ,otwarciowo—zwarciowy”, o polu powierzchni
Uyl, TOWNYM ,mocy otwarciowo—zwarciowej” i maty kwadrat o polu powierzchni
rownym ¢wiartce pola duzego kwadratu, a wynoszacym ugig = %uoiz. Ten
maly mozna nazwaé¢ kwadratem mocy maksymalnej, poniewaz przez jeden

z jego wierzchotkoéw przechodzi hiperbola mocy maksymalnej styczna do prostej
u + v = e. Potozone wyzej hiperbole, odpowiadajace mocom p > pyax nie

maja punktéw wspolnych z prosta napieciowo—pradowa zrodta, co oznacza,

ze akumulator nie jest w stanie dostarczy¢ takiej mocy. Liczba 4 staje sie tym
samym w teorii zrodel energii liczba ,magiczna’.

Punkty przecie¢ prostej u + v = e z hiperbolami rodziny uv = pr sa punktami
wspolpracy akumulatora z odbiornikiem badz zr6dlem tadowania. Prosta
przecina hiperbole w dwoch punktach w éwiartkach II1 IV (ladowanie
akumulatora) albo w dwoch punktach w ¢wiartce I (roztadowanie), albo

w jednym punkcie (dopasowanie), albo ich nie przecina, gdy p > pmax. Hlustruje to
rozwiazanie uktadu rownan akumulatora u + v = e, uv = pr, ktéry sprowadza sie
do rownania kwadratowego dla napiecia lub pradu:

2 LN\ 2 .
u u T 2 2 €T
(uo) _<uo>+4_0 ibo (z) _<iz>+4_0’

gdzie u,, i, — weczesniej zdefiniowane napiecie otwarcia i prad zwarcia
akumulatora, a

r=—*£_

pmax

jest tzw. ulamkiem obciazenia Zrodla. Stosunek ten nie moze przekroczyé
wartosci 1, gdyz w przeciwnym razie otrzymywaliby$my z akumulatora
wiecej mocy, niz jest on w stanie dostarczyé¢. Matematycznie oznaczaloby
to, ze wyr6znik réwnan kwadratowych A = 1 — z bylby ujemny i rownania
te nie mialyby rzeczywistych rozwiazan. Jednak dla ujemnych = nie ma
zadnego ograniczenia od dotu, moze z wyjatkiem ograniczern wynikajacych
z wytrzymalosci akumulatora na przeciazenie pradem lub napieciem. Ujemna
wartos¢ z odpowiada procesowi tadowania akumulatora z zewnetrznego zrodia
energii elektrycznej.

Przyjmijmy, ze x = —4 (magiczne minus 4) co oznacza, ze akumulator fadowany
jest z moca rowna polu powierzchni duzego kwadratu otwarciowo—zwarciowego.
Wowczas rownania kwadratowe przyjma wspolng postaé

¢27¢71:O7

a to jest rownanie zlotego podziatu! Jednym z rozwiagzan tego rownania jest
liczba opisujaca zloty podzial (¢ — symbol Fidiasza):

V541
o=

Drugim rozwigzaniem réwnania kwadratowego jest —¢~!, otrzymujemy wiec
dwa rozwigzania, ktérym odpowiadaja nastepujace wartosci pradu i napiecia:

~ 1,618034.

U ? _
— =¢ 7:1_¢:_¢1
_> .

u _ 1 _
;:_¢1 7:1+¢ =9

13



Punkty o tych wspotrzednych leza w ¢wiartkach II i IV, co widaé¢ na rysunku 2.
Korzystniejsza technicznie jest pierwsza para wartosci ze wzgledu na mniejsza
wartos¢ bezwzgledna pradu tadowania (punkt w éwiartce II). Zatem napiecie
tadowania akumulatora v powinno by¢ takie, aby ulo = ¢, co przy u, =e¢ =12V
daje wartos¢ okolo 19,416408 V (,zlote napiecie tadowania”). Warto zauwazy¢,
ze prad tadowania odpowiadajacy ,ztotemu napieciu” jest dosy¢ duzy i wynosi
—¢~ti, ~ —0,618034 - i, (i, — prad zwarcia). Nie jest to wiec prad maly,
zwazywszy, ze prad zwarcia plynacy przez akumulator dtugotrwale moze go
uszkodzié. Badanie wlasciwosci ladowania akumulatoréw zlotym napieciem
badz ztotym pradem wymagaloby analizy wielu zjawisk fizykochemicznych,
dynamicznych, cieplnych, itd. zachodzacych w akumulatorze podczas tadowania.
Autor w tym artykule nie podejmuje dyskusji na ten temat. Tutaj ograniczymy
sie do wyciagniecia nastepujacego wniosku sformutowanego w postaci
twierdzenia:

Napiecie (bgdz prad) tadowania akumulatora z mocg réwng iloczynowi napiecia
otwarcia i produ zwarcia, rownq czterokrotnej mocy maksymalnej — czyli rowng
polu powierzchni duzego kwadratu otwarciowo—zwarciowego — rowne sq ¢ badz
—¢~ L (ztotej liczbie lub jej odwrotnosci) jednostek napiecia (lub produ).

Redaguje Urszula PASTWA

M 1510. Z kola w losujemy 11 punktow (przy losowaniu kazdy punkt kota jest
jednakowo prawdopodobny). Znalezé prawdopodobienistwo tego, ze istnieje taka
$rednica kola w, iz wszystkie wylosowane punkty leza po tej samej jej stronie.
Rozwiazanie na str. 7

M 1511. Znalezé wszystkie liczby catkowite n, dla ktorych liczba
n* +n3 +n? +n+1 jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwiazanie na str. 23

M 1512. Punkty K, L, M i N sa odpowiednio srodkami bokow AB, BC,

CD i DA czworokata wypuklego ABC'D. Odcinki KM i LN przecinaja, sie

w punkcie S. Znalez¢ kres dolny i gorny pola czworokata ABCD przy zalozeniu,
ze pole czworokata K BLS jest rowne 1.

Rozwigzanie na str. 12

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 915. Znajdz posta¢ zaleznosci predkosci ¢ fali od jej dtugosci A dla fal na
powierzchni glebokiego zbiornika niescisliwej cieczy — to znaczy gdy glebokosé
zbiornika h > A — w przypadku, gdy zZrédlem sil przywracajacych plaskosé
powierzchni jest:

a) napiecie powierzchniowe,

b) ciezar cieczy.

Ciecz ma gestosé p, wspotezynnik napiecia powierzchniowego ciecz-powietrze o,
a przyspieszenie sity ciezkosci wynosi g.

Rozwiazanie na str. 2

F 916. Oszacuj parametry soczewki skupiajacej, ktora mozna zapali¢
drewniang drzazge. Przyjmij, ze temperatura zaplonu drewna wynosi
okoto 300°C. W bezchmurny dzienn na powierzchnie Ziemi dociera okoto
W =1kW/ m? mocy promieniowania stonecznego; stala Boltzmanna to
o =5,67-10"% W/(m?K*). Rozmiary katowe tarczy stonecznej widzianej
z Ziemi wynosza okoto oo = 0,5°.

Rozwiazanie na str. 13
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