Zauwazmy najpierw, ze t = xor(wy, ws, ws). Zeby sie przekonaé, ze to
prawda, spojrzmy na i-ty bit. Wiemy, ze ws[i] = xor(w,[i], wai], t[i]).

A wige suma w;[i], wli], t[i] oraz wsli] jest parzysta. Z tego zas wynika,
ze xor(ws [i], wai], wsli]) = t[i]. Gdy powtérzymy rozumowanie dla kazdego
i miedzy 1 a m, otrzymamy, ze faktycznie t = xor(w;, wq,ws). Czyli ABW,
CIA i Mosad wspolpracujac, moga odtworzy¢ mojg tajemnice.

Trzeba jednak jeszcze sprawdzi¢, czy istotnie zadne dwie stuzby bez
trzeciej taczac swoje sily, nie beda w stanie odkry¢ zadnej informacji.
Jasne jest, ze ABW i CIA maja ciggi losowe, wiec nie zrobia z nimi
niczego sensownego bez Mosadu. Pozostaja pozostate pary — skupmy

sie na parze CIA i Mosad, bo sytuacja jest identyczna dla pary ABW

i Mosad. Przyjrzyjmy sie i-temu bitowi. Wyobrazmy sobie, ze CIA

i Mosad patrza na swoje bity i widza ws[i] = 0, ws[i] = 0. To im jednak
nie daje zadnej wiedzy o t[i], bo moze by¢ tak, ze w;[i] = 0 = t[i] oraz tak,
ze wy[i] = 1 = t[i] — kazda z tych dwoch opcji jest rownie prawdopodobna.
Podobnie dla kazdej kombinacji ws|i] 1 ws[i] oraz dla kazdego innego
indeksu 4. Polecamy Czytelnikom Ambitnym doprecyzowanie tego
argumentu.

Nietrudno zauwazy¢, ze opisany system da sie uogoélni¢ na dowolne

N stuzb. Jeszcze ciekawszym pytaniem jest, co zrobié¢, gdy chce, by
dowolne K z N stuzb, spotykajac sie, odtworzyto cata tajemnice, ale
juz zadne K — 1 stuzb nie moglo odkry¢ niczego. Wtedy potrzebne sa
bardziej zaawansowane techniki, pisalismy o tym w Delcie 2/2011.

Przygotowal Wojciech CZERWINSKI

Sprawiedliwie, sprawiedliwiej, najsprawiedliwiej

Pewnego stonecznego lipcowego poranka Alfred i Berenika ochoczo
wybrali sie na gdanska plaze. Mieli nadzieje, ze wczorajsza burza
przysporzy im mnoéstwa ciekawych znalezisk i spostrzezeri. Piasek,

fale oraz to, co zdolaty wyrzucié¢ na brzeg, to niezwykle bogate Zrédto
ciekawostek. Natkneli sie na kamienn poprzetykany dziurami, jakby byt
zjedzony przez korniki, oraz muszle, ktora ksztaltem przypominata
kardioide — calkiem niedawno poznali to stowo. Ale najciekawsze zdarzyto
sie na koniec. Kiedy wlasciwie chcieli juz wraca¢ do domu, zauwazyli
nieduzy woreczek zawiazany starannie sznurkiem. Alfred podszedt

z zaciekawieniem do kolejnego odkrycia, a Berenika, zauwazywszy, ze co$
tam ma, w mig znalazta sie obok niego.

— Co w nim jest? — zapytala podekscytowana znaleziskiem. — Rozwiaz!
Chtopiec otworzyl worek, a sznurek wtozyl do kieszeni. W srodku znalezli
mnoéstwo starych monet. Alfred wyjal kilka z nich i przygladal sie im

7z uwaga.

— Wygladaja na stare, jeszcze sprzed denominacji. Raczej nie sa warte

za wiele. Trudno oszacowad, ile ich moze by¢. Setka, moze wiecej. Jak
sadzisz?

Po parokrotnym zanurzeniu dloni w zawartosci woreczka dziewczynka
orzekta:

— Wiecej niz setka. Jak zwykle, dzielimy sprawiedliwie, zeby kazdy byt
zadowolony.

— Sprawiedliwie. .. Czyli tym razem jak? — dzielenie sie zdobycza
przerabiali juz parokrotnie na rézne sposoby.

— Mam nowy pomyst! Mozemy wprowadzi¢ do naszego podziatu nutke
losowoéci. Proponuje, bysmy nie wysypywali zawartos$ci. Nie bedziemy
wiedzieli, co i ile tak naprawde dzielimy.
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O zagadnieniu sprawiedliwego podziatu
pisaliSmy m.in. w artykule Piraci

(Delta 1/2005) i Zadanie o podziale puli
it arbitraz (Delta 4/2006).

— Alfred
— Berenika

Podzial monet wg Alfreda

Liderem nazywamy osobe, ktéra ma

w danej chwili wiecej monet. Jezeli

w podziale miedzy dwiema osobami kazda
z nich ma tyle samo monet, to lidera nie
ma. Pierwotna propozycja Alfreda
sprowadza sie wiec do ciggu liderow
postaci BBBB . ..

— To wrzuémy do tego zmietego i mokrego worka monety, ktére wyjelismy
i na zmiane losowo wyjmujmy po jednej. Mozesz zaczyna¢ — podchwycit
pomyst Alfred.

— Dzieki, ale myéle ze lepiej bedzie, gdy wyciagniemy tymczasowo jedna
monete i bedziemy nia rzucaé. Jezeli wypadnie orzel, ja wyciagam jedna
monete, w przeciwnym przypadku ty.

Alfred i Berenika dlugo dyskutowali, czyj sposob losowania jest lepszy.

Opisany powyzej problem jest wariantem zagadnienia sprawiedliwego
podzialu. W tym przypadku nie wiemy jednak, jaka jest catkowita
wartos$é rzeczy dzielonej, ani ile wyboréow czeka bohaterow.

W szczegoélnoscei nie wiemy, czy monet jest parzyscie, czy nieparzyscie
wiele. Mogliby$my postuzy¢ sie zasada ,,ja dziele, Ty wybieraj”, ale Alfred
i Berenika chca dzieli¢ znalezisko przed okresleniem jego catkowitej
wartosci, ktorej zreszta sami nie potrafig, a moze nie chca okreslié.

Przyjrzyjmy sie blizej zaproponowanym przez nich sposobom. Czy ktorys
z nich jest sprawiedliwy? Jezeli tak, dlaczego? A jezeli nie, to ktory jest
sprawiedliwszy? Co powinni zrobi¢, by zagwarantowaé¢ réwnosé?

W propozycji Bereniki rzut moneta oznacza, ze mozemy jedynie
oczekiwaé, ze podzial zakonczy sie zblizona liczba monet u kazdego.
Niemniej, przy tym sposobie zaréwno Alfred, jak i Berenika majg duze
szanse na to, zeby skonczy¢ z przewaga co najmniej kilku, a nawet
kilkunastu monet — co drugiej stronie moze sie ewidentnie nie spodobac.
Wartosé monet nie ma w tym przypadku znaczenia, gdyz jest niewielka.
Problem sprowadzamy do tego, zeby oboje zakonczyli podzial z taka sama
liczba monet, albo zeby w dowolnym momencie kazde z nich miato rowne
szanse na zakoriczenie podziatu z wiekszg liczba. Ciekawa propozycja
Bereniki nie jest najlepszym rozwiazaniem. Jest bowiem duza szansa, ze
gdy jedna osoba zdobedzie przewage kilku monet, to utrzyma ja juz do
konica.

Propozycja Alfreda polega na naprzemiennym wyjmowaniu po jednej
monecie. Jezeli liczba monet jest parzysta, oboje skoiicza z taka sama
ich liczba. W przeciwnym przypadku, gdy monet jest nieparzyscie wiele,
Berenika bedzie miata o jedna monete wiecej. Taki podzial nigdy nie
stawia Alfreda na pozycji lidera (przypomnijmy: ustaliliémy juz, ze to,
co znajduje sie na monecie, nie ma znaczenia). Oznacza to, ze $rednio
albo oboje beda mieli tyle samo, albo Berenika wiecej. Podziat faworyzuje
wiec (nieznacznie) Berenike. Algorytm wydaje sie jednak nieco lepszy od
propozycji Bereniki. Istotnie, nie polegamy juz na losowo$ci, niemniej
mozna go poprawi¢ tak, by uzyskaé jeszcze ,sprawiedliwszy” podzial.
Propozycje Alfreda mozemy obrazowo zapisa¢ w postaci ciggu par
(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA)(BA) ...,
gdzie pozycja litery od lewej oznacza numer losowania, a litera, ktora
z dwoch oséb wyciaga w danej turze monete. Problem tego ciagu tkwi
w tym, iz kazda nieparzysta pozycja zajmowana jest przez B. Mozemy
go uniknaé¢ i tym samym poprawié¢ ciag podziatu, gdy w co drugiej parze
litery zamienimy miejscami (grupujemy teraz w czworki takich samych
symboli)

(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)...

Taki podzial, cho¢ jest lepszy od poprzedniego, ponownie nie jest
idealny. Na czym polega jego przewaga? Jezeli przedmiotéow podziatu
jest parzyscie wiele, to Berenika nie jest juz zawsze faworyzowana.
W powyzszym ustawieniu B i A wystepuja na nieparzystych miejscach
naprzemiennie. Z drugiej strony, niezaleznie od liczby monet, ciag lideréw
wyglada nastepujaco

BABABABA...
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Dla jakiej liczby monet Berenika bedzie
liderem o jeden raz wigcej niz Alfred?

— Alfred
— Berenika

Podziat monet wg Thuego—Morse’a

O ciggu Thuego—Morse’a pisalismy
w Delcie 10/2016.

Po pierwszym losowaniu liderem jest B, po drugim lidera nie ma
(obydwoje maja taka sama liczbe monet), po trzecim liderem jest A, po
czwartym lidera nie ma, po piatym liderem jest B itd. Podzial taki jako
lidera faworyzuje wiec ponownie Berenike, gdyz ta zawsze bedzie liderem
co najmniej tyle samo razy co Alfred. Alfred moze mie¢ wiec (stuszne)
pretensje. W obecnym algorytmie podziatu czwérka BAAB powtarza
sie i ta cyklicznosé jest zrédltem problemu. Zauwazmy, ze w pierwotnym
podziale ciag rowniez byl okresowy (powtarzal sie segment BA). Sugeruje
to, podobnie jak poprzednio, zamiane w co drugiej czworce symboli na
przeciwne. Generuje to ciag okresowy, w ktorym powtarza sie cyklicznie
osiem symboli:
(BAABABBA)(BAABABBA)(BAABABBA)(BAABABBA)...
Analiza lideréw prowadzi do ciggu
(BAAB)(BAAB)(BAAB)(BAAB)...
Ale jest to ciag, w ktorym, jak juz ustalilismy, faworyzowana jest
Berenika. Cyklicznosé, tym razem BAABABBA, ponownie prowadzi do
niesprawiedliwosci, lecz na nieco gtebszym poziomie.

Mozemy sprébowaé przejéé do ogdlnych wnioskéw. Po kazdej
z powyzszych zmian ciag podziatu jest okresowy, co przektada sig¢
ostatecznie na okresowos¢ ktoregos skumulowania (tworzymy ciag liderow
od ciagu liderow), a tym samym faworyzowanie Bereniki. Kolejne korekty
dokonujemy w co drugiej parze, czworce, 6semce. . . — ogdlniej, w co
drugiej 2"-tce przez zamiane symboli. Poniewaz nie znamy doktadnej
liczby monet, a chcielibySmy zaproponowaé¢ maksymalnie sprawiedliwy
sposoéb losowania, sugeruje to wykonanie na nieskoriczonym ciagu
nieskonczenie wielu operacji zamiany liter. Operacja taka ma swoja
»granice”, ktorej poczatek wyglada nastepujaco
BAABABBAABBABAABABBABAABBAABABBA...

Powyzszy ciag mozna skonstruowaé rowniez w inny sposob. Startujemy
mianowicie od pary liter BA, do ktérej po prawej stronie dotaczamy jej
negatyw, czyli cigg liter, w ktorym B i A zamienione zostaly miejscami.
Nastepnie do otrzymanego ciagu BAAB dotaczamy kolejny negatyw,
otrzymujac BAABABBA. Operacje taka powtarzamy w nieskoriczonosé,
otrzymujac w granicy to samo co poprzednio. Ciag ten nosi nazwe ciagu
Thuego—Morse’a i czasem jest nazywany ciggiem sprawiedliwego podziatu
(fair share sequence). Taka nazwe zawdziecza zastosowaniu do rozwiazania
problemu, z ktorym Alfred i Berenika borykali sie na gdanskiej plazy.
Jego ,doskonato$é” polega miedzy innymi na tym, ze ciag lideréow jest
ponownie ciggiem Thuego—Morse’a, a wiec i wszystkie kolejne iteracje
skumulowanego prowadzenia sa tej postaci.

— Ciag Thuego—Morse’a? Nigdy o nim nie styszalem! — skarzy sie Alfred.
Berenika byta wyraznie zaskoczona tym, co przeczytali w znanym
czasopismie popularnonaukowym. Interesowata sie matematyksa, o ciggu
Thuego—Morse’a przeczytata pare faktéw przed miesigcem, ale zaden

z nich nie dotyczyl sprawiedliwego podziatu.

— Nie przejmuj sie, Alfredzie! Nie tylko udato nam sie podzieli¢ monety
najsprawiedliwiej. Poznalidmy réwniez ciag sprawiedliwego podziatu.
Poczekaj chwile... Tutaj jest napisane, ze to wlasnie zgodnie z ta regula
pitkarze powinni rozgrywacé rzuty karne w dogrywce, szachiéci zmieniaé¢
sie kolorami pionéw w rozgrywkach, czy tenisisci serwowaé w tie-breaku.
Wyeliminowaloby to problem przewagi osoby rozpoczynajacej, dajac tym
samym sprawiedliwsza rozgrywke. Zdumiewajace!

A gdyby przydarzylo Ci sie, drogi Czytelniku, spacerowaé¢ po plazy razem
z Alfredem i Berenika, jaki sprawiedliwy ciag losowan zaproponowaltbys

dla trzech os6b?
Przygotowat Karol GRYSZKA
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