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Czytelniku Wnikliwy, zechciej uzasadnié,
ze jezeli istnieje rozwiazanie wieksze od
100, to jest ono jedyne, a jezeli istnieje
rozwiazanie mniejsze lub réwne 100, to
wszystkie pozostale rozwiazania (poza
liczba 1) beda znajdowaly si¢ w jego
$cistym otoczeniu (w tym sensie, ze beda
tworzyly ciag ko, k1, ..., k; kolejnych
liczb naturalnych).

*doktorant, Zaklad Algebry, Wydzial
Matematyki Stosowanej, Politechnika
Slaska

Polowanie na ciagi
Barttomiej PAWLIK*

W 1964 roku amerykansko-brytyjski matematyk Neil Sloane zaczat
kolekcjonowaé znane ciagi liczb catkowitych. Niewinne hobby, motywowane
zbadaniem wtasnosci kilku ciagoéw, ktore pojawity sie podczas pracy nad jego
rozprawa doktorska, szybko przerodzilto sie¢ w duze przedsiewziecie. W efekcie
zostaly opublikowane dwie ksiazki A Handbook of Integer Sequences (wydana
w roku 1973, zawierajaca 2372 ciagi) oraz The Encyclopedia of Integer Sequences
(z 1995 roku, 5847 ciagi). W 1996 roku, gdy liczba zgromadzonych ciagow
przekroczyta 10 000, dalsze ich przechowywanie w postaci ksigzkowej stalo sie
bardzo niepraktyczne. Sloane postanowil stworzy¢ internetowa baze ciagow, dzis
figurujaca pod nazwa OEIS (The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences).
Baza zawiera obecnie okoto 270 000 ciaggoéw i, aby uswiadomic¢ sobie jej wartosé
jako przydatnego narzedzia w pracy badawczej, wystarczy wspomnieé, ze juz
ponad 4500 artykutéw naukowych zawiera informacje: Otrzymanie tego wyniku
nie bytoby mozliwe bez pomocy OFIS.

Znalezienie nietrywialnego ciagu liczb catkowitych, ktory nie figuruje

na wspomnianej liScie, nie jest tatwym zadaniem. W niniejszym tekscie
zaprezentuje, w jaki sposob udato sie upolowaé jeden okaz. Polowanie zacznijmy
od proby znalezienia odpowiedzi na wlasciwie btahe pytanie:

Ile jest liczb naturalnych k, takich, ze liczba k! ma doktadnie k cyfr?

Niech X : N — N bedzie funkcja okreslajaca liczbe cyfr danej liczby (przyktadowo
A(2016) = 4). Powyzsze pytanie mozemy sformutowaé teraz w nastepujacy sposob:
ile rozwigzan ma rownanie k = A(k!)? Tabela obok przedstawia wartosci funkcji
A(K!) dla matych k.

Jak wida¢, wsrod liczb jednocyfrowych jest tylko jedno rozwiazanie (liczba 1!
ma dokladnie jedna cyfre). Bardzo szybki wzrost wartosci funkcji k! sprawia, ze
poszukiwanie wiekszych rozwiazan ,na piechote” jest niezwykle nieporeczne.
7 drugiej strony szybki wzrost sugeruje, ze liczba rozwiazan jest skoniczona.
Zauwazmy, ze liczba 100! ma o dwie cyfry wiecej niz 99!. Ujmujac to nieco
ogolniej, jezeli 100 < k < 1000, to

A(E=DN +2 < MK < A(E—=1)1) + 3.

Powyzsza nier6wnos¢ wynika z faktu, ze gdy pomnozymy dowolna liczbe przez
liczbe trzycyfrowa, liczba jej cyfr zwiekszy sie o 2 lub 3. Najmniejsze k, takie, ze
AED = M(k— 1)) + 3, to k = 104.

7 powyzszych nieréwnosci wynika oszacowanie:
A(2001) > A(100!) + 2 - 100 = A(100!) + 200 > 200,

czyli liczba 200! ma wiecej niz 200 cyfr. Co wiecej, dla kazdego k wiekszego
od 200 liczba k! ma wiecej niz k cyfr. Zatem jezeli istnieja rézne od 1
rozwiazania rownania k = A(k!), to sa one na pewno mniejsze od 200.

Problem znalezienia wszystkich rozwiazan sprowadziliSmy do zbadania liczb

z zakresu od 10 do 199. Jednak przeprowadzenie bezposrednich obliczenn wciaz
bytoby caltkiem czasochlonne (ze wzgledu na bardzo duze wartosci liczby k!
nawet dla niewielkich k). Znajdzmy sposob!

Niech N!' = {0!, 1!, 2!, 3!, ...} bedzie zbiorem silni liczb naturalnych. Funkcja A
jest niemalejaca na zbiorze N! (podobnie jak na zbiorze N), a po usunieciu z tego
zbioru pierwszych sze$ciu elementoéw jest na nim rosnaca. Szukanie rozwigzan
rownania k = A(k!) dla k € {10,11,...,199} mozna efektywnie przeprowadzié
metoda bisekcji (tj. sprawdzié, czy rozwiazaniem jest element lezacy mniej wiecej
w §rodku tego zbioru, a jesli nie, to biorac pod uwage wartosé¢ funkcji A dla tego
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=1

22!=1124 000727777 607 680 000

23! =25852016 738 884 976 640 000

24! = 620 448 401 733 239 439 360 000
Liczby 1, 22, 23 i 24 sa pierwszymi
czterema elementami bardzo ciekawego
nieskoriczonego ciggu liczb naturalnych k,
takich, ze liczba cyfr liczby k! jest
podzielna przez liczbe k (figurujacego
w OEIS pod numerem A058814).

W standardowym systemie pozycyjnym
2016 oznacza liczbe

(2016)10 = 2 - 10°> + 0 - 10% + 1 - 10" + 6.
Ta sama liczba w systemie pozycyjnym
o podstawie 5 wyglada tak:

2016 =3-5*+1-5°4+0-5°+3.-541=

= (31031)s5.

W systemie pozycyjnym o podstawie 1
(system unarny) do zapisu liczb stosuje
sie wylacznie jeden znak. Kolejne liczby
tworzy sie przez powtarzanie tego znaku.

elementu, ograniczy¢ przeszukiwany zbioér do liczb mniejszych lub wigkszych od
tego sprawdzonego elementu).

Przedstawmy kilka poczatkowych krokéw zastosowania tego algorytmu.

A(100!) = 158. Liczba 100! ma 158 cyfr w zapisie dziesietnym, czyli wszystkie
potencjalne rozwiazania beda znajdowaly sie w zbiorze {10,11,...,99}.

A(50!) = 65, wiec wszystkie potencjalne rozwiazania beda znajdowaly sie

w zbiorze {10, 11,...,49}. Kontynuujac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku,
ze jedynymi liczbami naturalnymi k, takimi, ze liczba k! ma dokladnie k cyfr, sa
1,22, 231 24.

Czy to juz wszystko? Czy odpowiedz na pytanie bedace zalgzkiem polowania
jest kompletna? A co by bylo, gdyby$my rozwazyli liczby zapisane w innych
systemach pozycyjnych?

Odpowiedz na pytanie, ile jest liczb naturalnych k, takich, ze k! ma doktadnie
k cyfr, zalezy, oczywiscie, od podstawy systemu pozycyjnego, w ktorym
rozpatrujemy liczbe k. Niech A, (k) oznacza liczbe cyfr liczby k w systemie
pozycyjnym o podstawie n oraz niech A(n) oznacza liczbe takich liczb
naturalnych k, ze liczba k! ma dokladnie k cyfr w zapisie w systemie
pozycyjnym o podstawie n. Czyli A(1) = 2 oraz A(10) = 4 (co udowodnilismy
wezesniej). A(n) jest liczba rozwiazan réwnania

k=M (k!), dlan > 2.

n | A, | Rozwiazania || n | A, | Rozwiazania Przez A,, oznaczmy ciag wartosci funkcji A. Jest to cigg
112 12 2% | 4 | 1.65.66.67 opisujacy liczbe liczb k, takich, ze liczba k! ma doktadnie
! R k cyfr w zaleznosci od podstawy rozpatrywanego
213|123 27| 5 |1,67,68,69,70 systemu pozycyjnego. I to jest wlasnie ten ciag, ktory
313 11,56 28| 4 |1,70,71,72 padl ofiara naszego polowania! Teraz mozna pokusié sie
4] 3 178 29| 4 [1.73.74.75 o zbadanie pewnych jego wlasnosci, co pozostawiamy
- L jako zadanie dla Czytelnika Niezmeczonego.
5| 3 [1,10,11 30| 5 |1,75,76,77,78 .. . .
(1) Wartosci ciagu A,, rosna bardzo powoli. Czy istnieje
63 ]1,12,13 311 5 |1,78,79,80,81 jakie$ ograniczenie gorne tego ciagu? Jezeli tak, to
71 3 11,1516 32| 4 |1,81,82,83 jakie?
sl 4 [1.17.1819 33| 5 11.83.84.85.86 (2) Dla jakich liczb naturalnych k, liczba k! nie ma k
— — cyfr w zadnym systemie pozycyjnym?
9] 3 11,2021 34| 5 | 1,86,87,88,89 (3)*** Tablica obok sugeruje, ze wraz ze wzrostem
10| 4 ]1,22,23,24 351 4 |1,89,90,91 liczby n (czyli podstawy systemu pozycyjnego),
11 4 1.25.26.27 36 5 1.91.92.93.94 WSZyStkie nietrywialne (r()Zne od 1) I‘OZWi%Zania
réwnania
12| 3 |1,28,29 371 5 |1,94,95,96,97 k= [log, (k)] + 1
13] 4 ]130,31,32 38| 5 | 1,97,98,99,100 zblizaja sie do liczby e - n. Utwierdzajaca w tym
14| 4 ]1,33,34,35 39| 5 [1,99,100,101,102 przekonaniu moze by¢é tablica rozwiagzan dla
15 4 1353637 |[40| 5 [1,102,103,104,105 poczatkowych poteg liczby 10:
16| 4 |1,38,39,40 41| 5 |1,105,106,107,108 n | A, | Rozwiazania
17| 4 |1,41,42,43 42| 5 |1,107,108,109,110 2 11,2
18| 5 |1,43,44,45.46 || 43 | 5 |1,110,111,112,113 10 | 4 | 1,22,23,24
19| 4 |1,46,47,48 44| 5 |1,113,114,115,116 100 | 6 | 1,264-268
20| 4 |1,49,50,51 || 45| 4 |1,116,117,118 1000 | 8 | 1,2707-2713
21| 5 | 1,51,52,53,54 || 46 | 5 |1,118,119,120,121 10000 | 10 | 1,27168-27176
221 4 |1,54,55,56 471 5 | 1,121,122,123,124
Formalnie ten wniosek mozna zapisa¢ w postaci
231 4 |1,57,58,59 48 | 5 | 1,124,125,126,127
i ) i ) i ) ) y I_logn LenJ IJ + 1 1
24| 5 [1,59,60,61,62 49 | 5 |1,126,127,128,129 n—stoo en -
25| 4 |1,62,63,64 50| 5 |1,129,130,131,132 Czytelniku Poszukujacy, sprobuj to udowodnié

(np. stosujac wzor Stirlinga).
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