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Kat skierowany ¥(a,b) miedzy prostymi
a,b to kat, o jaki nalezy obroéci¢ prosta b
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
tak, aby stata si¢ ona réwnolegta do

prostej a.

Zorientowane pole trojkata ABC jest:
dodatnie, gdy wedrujac wzdluz tamanej
ABCA, poruszamy si¢ przeciwnie do
ruchu wskazoéwek zegara; ujemne, gdy
poruszamy si¢ zgodnie z ruchem
wskazowek zegara; zerowe, gdy punkty

A, B, C sa wspoélliniowe.
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W niniejszym artykule przyblizymy wlasnosci jednej z najstynniejszych prostych
w geometrii euklidesowej — prostej Simsona. Jej odkrycie przypisywane jest
szkockiemu matematykowi, Robertowi Simsonowi, cho¢ w zadnej jego pracy

nie znajdujemy wzmianki o niej.

Twierdzenie 1 (Simson). Dany jest trojkgt ABC wpisany w okrag w oraz punkt
P lezgey na tym okregu. Rzuty prostokgtne punktu P na proste BC,CA, AB
oznaczmy odpowiednio przez D, E, F. Wowczas punkty D, E, F lezg na jednej
prostej. Prosta ta nazywana jest prostg Simsona punktu P wzgledem
trojkata ABC.

Dowdd. Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne PAF i PC'D sa podobne.
Rzeczywiscie, wynika to z rownosci Sk PAF = < PC D, ktora jest konsekwencja
tego, ze punkty A, B,C, P leza na jednym okregu. Jest tez jasne, ze trojkaty te
sa tak samo zorientowane. Obierzmy na prostej AC taki punkt X, ze trojkat
PXUE jest podobny do trojkata PAF i tak samo zorientowany. Przeksztalcenie
bedace ztozeniem obrotu o kat APF z jednoktadnoscia o skali % przeprowadza
punkty A, X, C' odpowiednio na punkty F, E, D. Poniewaz obroty i jednoktadnosci
zachowujg wspotliniowo$é¢ punktow, wiec ze wspotliniowosci punktow A, X, C
wynika wspoétliniowosé punktow F, E, D. O

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne: jesli punkty D, E, F' sa wspoétliniowe,
to punkt P lezy na okregu w. Dowod tego faktu jest dos¢ podobny,

nietrudno bowiem sprawdzié¢, ze przy takich zalozeniach obrot o kat FPA

z jednokladno$cia o skali g—ﬁ przeprowadzi D na C, skad wnioskujemy

podobieristwo trojkatow PAF i PC'D oraz teze twierdzenia odwrotnego.

Jedno z ciekawych uogolnien prostej Simsona polega na rzutowaniu punktu P
pod dowolnym (ustalonym) katem. Mowi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w i punkt P lezgcy na
nim. Niech D, E, F bedqg takimi punktami odpowiednio na prostych BC,CA, AB,
ze zachodzq rownosci kqtow skierowanych < (PD,BC) = x(PE,CA) =
X(PF,AB). Wowczas punkty D, E, F lezq na jednej prostej. Twierdzenie
odwrotne rowniez jest prawdziwe.

Powyzsze twierdzenie mozna udowodnié, wykorzystujac analogiczny

argument jak w twierdzeniu Simsona. Uzupelnienie szczegotow pozostawiamy
Czytelnikowi.

Inne uogolnienie twierdzenia Simsona mozna otrzymac, badajac pola trojkatow
o wierzchotkach bedacych rzutami dowolnego punktu plaszczyzny. Francuz
Joseph Gergonne odkryl i jako pierwszy udowodnil ponizszy fakt.

Twierdzenie 3. Dane sq tréjkat ABC wpisany w okrag o $rodku O oraz
liczba rzeczywista X. Dla dowolnego punktu P oznaczmy jego rzuty na proste
BC,CA, AB przez D, E, F. Zbior punktow P, dla ktorych zorientowane pole
trojkgta DEF wynosi A, jest albo zbiorem pustym, albo jednoelementowym
zbiorem zawierajgcym punkt O, albo pewnym okregiem o Srodku O.

Dowo6d powyzszego twierdzenia pominiemy, natomiast wywnioskujemy z niego
twierdzenie Simsona. Przyjmujac A = 0, otrzymujemy, ze wszystkie punkty,
ktorych rzuty na proste BC,CA, AB sa wspolliniowe, tworza pewien okrag.
Nietrudno przekonac¢ sie, ze rzuty punktow A, B, C maja te wlasnosé. Wobec
tego okregiem tym musi by¢ okrag opisany na trojkacie ABC.

Zanim przejdziemy do proby pokazania ciekawych zastosowan prostej Simsona,
udowodnimy kilka interesujacych faktow z nia zwigzanych. Zaczniemy od
niezwykle uzytecznego faktu:

Fakt 1. Dany jest trajkat ABC wpisany w okrqg w oraz cieciwa PQ prostopadta
do prostej BC. Wowczas prosta Simsona punktu P wzgledem trojkgta ABC' jest
rownoleglta do prostej AQ.

Dowdd. Oznaczmy rzuty punktu P na proste BC' i C'A odpowiednio przez D
i E. Punkty D i E leza na okregu o srednicy PC. Korzystajac z tego, ze katy
oparte na tym samym tuku sa réwne, otrzymujemy X PDE = X PCFE = X PQA,
skad wynika réwnolegtosé prostych AQ i DE. O
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‘W dowolnym tréjkacie spodki wysokosci,
srodki bokéw oraz srodki odcinkéw
taczgcych ortocentrum z wierzchotkami
leza na jednym okregu. Okrag ten jest
nazywany okregiem dziewieciu punktow

trojkata ABC.

Q

Moze sie, oczywiscie, zdarzyé, ze nie istnieje cieciwa przechodzaca przez P, ktora
jest prostopadita do BC'. Duzieje sie tak dokladnie wtedy, gdy P jest jednym

z koncow $rednicy rownoleglej do BC'. W takim przypadku nalezy przyja¢ P = Q)
i fakt pozostaje w mocy. Uzupelnienie szczegotow pozostawiamy Czytelnikowi.

Na szczegolna uwage zastuguje piekna zaleznosé znaleziona przez szwajcarskiego
matematyka Jakoba Steinera, ktéra wiaze prosta Simsona z ortocentrum
trojkata.

Twierdzenie 4 (Steiner). Punkt P lezy na okregu w opisanym na tréjkqcie
ABC. Punkty X,Y i Z sq obrazami punktu P w symetrii wzgledem bokow
odpowiednio BC, CA i AB. Wowczas punkty X, Y i Z lezg na jednej prostej,
ktora zawiera ortocentrum trdjkgta ABC. Prostq te zwykto sie nazywaé prostq
Steinera punktu P wzgledem trojkata ABC.

Dowdd. Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC' i niech @ bedzie takim
punktem na w, ze PQ L BC. Oznaczmy odbicie H wzgledem BC' przez D.
Woéwcezas

¥BDC = ¥BHC =180° — ¥ HCB — xCBH =
= (90° — xHCB) + (90° — xCBH) =
— XCBA+ ¥ ACB = 180° — ¥ BAC,

zatem D lezy na w. Trapez HDX P jest rownoramienny (jego osia symetrii jest
prosta BC'), wobec tego ¥ PXH = xDPX. Z drugiej strony trapez ADQP jest
wpisany w okrag, wiec réwniez jest rownoramienny. Stad xDPQ = ¥ PQA.

Z powyzszych dwoch réwnosci wynika, ze HX || AQ. Stad i z poprzedniego
faktu wnioskujemy, ze prosta HX jest rownolegta do prostej Simsona punktu P.
Innymi stowy, punkt X lezy na prostej ¢ przechodzacej przez H i rownolegtej do
prostej Simsona punktu P. Dokladnie ten sam argument pokazuje, ze punkty Y, Z
rowniez leza na £.

Podobnie jak poprzednio, moze sie zdarzy¢, ze punkt ) nie bedzie istnial.
Twierdzenie Steinera pozostaje prawdziwe réwniez w tym przypadku.
Uzupelnienie szczegd6léw ponownie pozostawiamy Czytelnikowi.

Twierdzenie Steinera mozna przeformutowaé tak: jednoktadnosé o srodku

w punkcie P i skali rownej 2 przeprowadza prosta Simsona punktu P na prosta
zawierajaca ortocentrum trojkata ABC. Wyplywa stad wniosek: prosta Simsona
punktu P lezacego na okregu opisanym na trojkacie ABC polowi odcinek PH,
gdzie H jest ortocentrum trojkata ABC. Ponadto srodek odcinka PH lezy

na okregu dziewieciu punktow trojkata ABC. Aby to uzasadnié, wystarczy
zauwazy¢, ze skoro odbicia H wzgledem bokow trojkata ABC' leza na okregu
opisanym, to okrag dziewieciu punktéw jest jednoktadny wzgledem H w skali %
z okregiem opisanym.

Mozna réwniez badaé relacje miedzy dwiema wybranymi prostymi Simsona.

Twierdzenie 5. Punkty P i Q) lezg na okregu w opisanym na tréjkgcie ABC.
Wéwczas miara kgta miedzy prostymi Simsona punktow P i Q jest réwna mierze
kata wpisanego opartego na tuku PQ).

Dowdd. Obierzmy punkty R i S na w tak, by cieciwy PR, QS byly prostopadte
do prostej BC. Wowczas proste AR, AS sa rownolegle do prostych Simsona
punktow P, Q. Wobec tego interesujacy nas kat rowny jest katowi miedzy
prostymi AR, AS. Ten kat jest oparty na tuku RS, ktorego dlugosé jest rowna
dtugosci tuku PQ). O

Tutaj rowniez moze zdarzy¢ sie, ze nie istnieja cieciwy PR, QS prostopadte
do prostej BC' — uzupekhienie dowodu w tym przypadku pozostawiamy
Czytelnikowi.

Z powyzszych faktow w prosty sposéb mozna wysnu¢ nastepujace wnioski:

e Trojkat XY Z jest wpisany w okrag opisany na trojkacie ABC. Wowczas
proste Simsona punktow X,Y i Z wzgledem trojkata ABC ograniczaja trojkat
podobny do trojkata ABC.

e Proste Simsona dwoéch punktow antypodycznych przecinajg sie pod katem
prostym.
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W kazdym tréjkacie okrag wpisany jest
styczny do okregu dziewieciu punktow.
Ich punkt wspoélny nazywany jest
punktem Feuerbacha.

e W trojkacie ABC zbioér punktéw przeciecia sie prostych Simsona dwodch
punktow antypodycznych jest jego okregiem dziewieciu punktow.

Nadszed!l czas na pokazanie zastosowan prostej Simsona w zadaniach
olimpijskich. Czesé ponizszych probleméw pochodzi z olimpiad matematycznych
o zasiegu miedzynarodowym.

Zadanie 1. Dany jest rownolegtobok ABCD oraz punkt F lezgcy na odcinku
CD. Punkty O1,0 i O3 sq srodkami okregow opisanych na tréjkgtach
ABF,BCF i ADF. Dowiesé, ze ortocentrum tréjkata O10203 lezy na
prostej AB.

Rozwiagzanie. Pokazemy najpierw, ze punkty F,O1, O, O3 leza na jednym
okregu. Istotnie,

X03F05 = 180° — xDFO3 — <O FC =
= 180° — 3(180° — 2xDAF) — £(180° — 2xCBF) =
= XDAF + ¥CBF = ¥ AFB = 180° — £050,0s.

(ostatnia rownosé wynika z faktu, ze proste O109 i O103 sa prostopadie
odpowiednio do FB i F'A). Na podstawie twierdzenia Steinera pozostaje
uzasadnié, ze odbicia punktu P wzgledem bokow trojkata 010503 leza na
prostej AB, jednakze jest to oczywiste, gdyz proste O30 oraz 0201 sg
symetralnymi odcinkéw odpowiednio AF' i F'B. O

Zadanie 2. W czworokgcie ABCD opisanym na okregu prosta | przechodzgca
przez wierzchotek A przecina bok BC' w punkcie M oraz pétprostqg DC™

w punkcie N. Punkty I, I, I3 sq $rodkami okregow wpisanych odpowiednio

w trojkgty ABM, MNC, NDA. Dowiesé, ze punkt przeciecia wysokosci trojkgta
L1513 lezy na prostej L.

Rozwiazanie. Niech prosta [ przecina potprosta DC~ w punkcie N. Trojki
punktéw I, M, Is oraz I3, I>, M sa, oczywiscie, wspotliniowe. Oznaczmy przez
FE przeciecie prostych AM i drugiej stycznej poprowadzonej z punktu C' do
okregu o srodku w punkcie ;. Latwo zauwazy¢, ze CE + AB = AE + BC, wiec
AE —CE = AB — BC = AD — CD. Oznacza to, ze polprosta C'E jest rowniez
styczna do okregu o srodku w punkcie I3, stad punkty I7, F i I3 sa wspotliniowe.
Wobec tego

xI,CI3 = 3xDCB = 1(180° — xMCN) = xNM I, + ¥xI,NM = 31, I>13,

wiec na czworokacie 1 IoC'I3 mozna opisa¢ okrag. Aby dokonczyé¢ rozwigzanie,
wystarczy zauwazy¢, ze obrazy punktu C' w symetrii wzgledem prostych I 1>
oraz I>I3 leza na prostej [ i zastosowaé twierdzenie Steinera. O

Rozwazane zadania szybko ulegly twierdzeniu Steinera. Tak dzieje sie z wieloma
problemami dotyczacymi przynaleznosci ortocentrum trojkata do jakiejs prostej.
Dla Czytelnikow Wnikliwych pozostawiamy kilka zadari, ktére pomoga zglebié¢

i odkry¢ jeszcze wiecej wlasnosci prostej Simsona.

Zadanie 3. Dane sq punkty A, B,C, D, E, takie, Ze czworokqt ABCD

jest réwnolegtobokiem, a czworokgt BCED jest wpisany w okrgg. Prosta |
przechodzqca przez A przecina wnetrze odcinka CD w punkcie F, a prostqg BC
w punkcie G. Przypusémy, ze EF = EG = EC. Wykazaé, Ze l jest dwusieczng
kgta DAB.

Zadanie 4. Dany jest trdjkgt ABC wpisany w okrqg w. Punkt K € w i punkt A
lezg po przeciwnych stronach prostej BC. Punkty L, M sq odbiciami punktu K
wzgledem AB, BC. Okrqg przechodzqcy przez punkty B, L, M przecina w po raz
drugi w punkcie E. Punkt H jest ortocentrum trojkgta ABC. Wykazaé, ze proste
KH,EM, BC majg punkt wspdlny.

Zadanie 5. W trojkgcie ABC okrgg wpisany jest styczny do bokéw BC,CA
1 AB w punktach odpowiednio D, E 1 F. Punkt F jest punktem Feuerbacha
trojkgta ABC. Wowczas prosta Simsona punktu P wzgledem tréjkgta DEF
jest rownolegta do prostej OI, ktora tgczy $rodki O i I — okregow opisanego
i wpisanego trojkgta ABC.
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