Informatyczny kacik olimpijski (99): Kosmita

W listopadowym kaciku omawiamy zadanie Kosmita z Internetowych Mistrzostw
Polski w Programowaniu z roku 2006. Zgodnie z trescia zadania tym razem

nie bedziemy ratowali §wiata, ale mamy pomédc kosmicie, ktory wyladowawszy
w centrum miasta swoim statkiem, chce siaé¢ totalne zniszczenie. W tym

celu uzyje on poteznego dziala laserowego, ktérego promieni jest w stanie
zniszezy¢ wszystko, co znajdzie sie na jego drodze. Do nas nalezy wyznaczenie
minimalnej liczby strzaléw potrzebnej do zniszczenia wszystkich n budynkéw

w miescie. Kazdy budynek mozemy utozsamié¢ z pewnym prostokatem o bokach
roéwnoleglych do osi prostokatnego ukladu wspétrzednych; wystarczy, ze promien

lasera dotknie dowolnego punktu takiego prostokata (rys. 1).

Rys. 1. W miescie znajduje sie siedem

budynkéw. Aby zniszczy¢ je wszystkie,
wystarczy, ze kosmita uzyje dziala trzy
razy.

Zauwazmy, ze zbiér promieni, ktére moga zniszczy¢ ustalony budynek, tworzy
pewien kat. Aby go wyznaczy¢, wystarczy rozpatrzeé cztery promienie
przechodzace przez wierzcholki prostokata odpowiadajacego budynkowi. Co

wiecej, konkretny ksztalt i polozenie budynku nie jest istotne — wystarczy nam

jedynie znajomos$¢ wspomnianego kata.

Zatem pierwsze, co zrobimy, to zamienimy geometryczny problem na
plaszczyznie dwuwymiarowej na rownowazny problem jednowymiarowy

na okregu (rys. 2). W tym problemie mamy dane n przedzialow na okregu
(odpowiadajacych katom dla budynkéw). Nalezy znalezé minimalna liczbe
polprostych wychodzacych ze srodka okregu (,strzalow”), tak by kazdy przedzial
byl przeciety co najmniej jedna poélprosta.

Na rozgrzewke rozwigzemy prostsza wersje tego problemu. Jezeli istnieje
polprosta wychodzaca ze srodka okregu i nieprzecinajaca zadnego z przedzialow,
to mozemy rozciaé¢ okrag wzdluz tej potprostej i rozwigzaé zadanie na odcinku.
Nietrudno sie przekonaé, ze dziala wtedy nastepujace rozwiazanie zachlanne.

Sortujemy przedzialy niemalejaco po prawych koncach, a nastepnie przegladamy

Rys 2. Zbioér przedzialéw na okregu
odpowiadajacych budynkom z rysunku 1
oraz ten sam zbidér na odcinku po
rozcieciu okregu.

Przedzialy w kolejnosci rozpatrywania
przez algorytm zachtanny to 2, 1, 3, 5, 4,
6, 7; algorytm strzeli w konce przedzialow
2,516.

O(nlogn).
Sprébujmy uogdlnié ten pomyst w przypadku, gdy

nie mamy dobrego kandydata na rozciecie okregu.
Zauwazmy, ze i w tym przypadku istnieje rozwiazanie
optymalne, w ktorym strzelamy jedynie w konce
przedzialow. Istotnie: kazdy strzal przecinajacy pewien
zbior przedzialow mozna przesunaé na koniec tego
przedzialu ze zbioru, ktoéry koniczy sie najwczesniej.
Dostajemy zatem rozwiazanie o zlozonosci czasowej
O(n?): dla kazdego z przedzialéw sprawdzamy, ile
strzaléw musimy zuzy¢, jesli strzelimy w koniec tego
przedziatu (rozcinajac tym samym okrag), a w pozostale
przedzialy strzelajac zgodnie z algorytmem zachtannym.

Niech s bedzie optymalna liczba strzaléw. Z powyzszych
rozwazan wynika, ze koniec danego przedzialu albo
nalezy do pewnego optymalnego rozwiazania, albo,
strzelajac w niego, uzyskamy rozwiazanie o liczbie
strzalow s 4 1. Kluczowe jest teraz znalezienie co
najmniej jednego ,optymalnego” przedziatu.

W tym celu zdefiniujmy tablice next[p], ktora dla
przedzialu p oznacza przedziatl o najwczesniejszym
koncu sposrod przedzialow, ktorych poczatek lezy za
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je w tej wlasnie kolejnosci. Za kazdym razem, gdy natrafiamy na przedzial,

w ktory jeszcze nie strzelaliSmy (tzn. ktorego poczatek znajduje sie za ostatnim
strzalem), musimy wykona¢ nowy strzal; optaca nam sie to zrobié¢ jak najdalej,
czyli na koncu tego przedzialu. Takie rozwiazanie bedzie dziala¢ w czasie

koricem przedziatu p. Majac przedzialy posortowane
po koricach, tablice next mozna wyznaczyé¢ w czasie
O(n), poruszajac sie po okregu dwoma wskaznikami.
Zauwazmy, ze jesli zaczynamy od przedziatu p, to
zgodnie z rozwiazaniem zachltannym bedziemy strzela¢
w przedzialy p, next[p], next[next[p]],. .., az obejdziemy
caly okrag.

I teraz kluczowa obserwacja: zaczynajac z dowolnego
przedziatu p i wykonujac n razy przypisanie p := next[p],
zawsze wyladujemy w pewnym przedziale optymalnym.
Dowéd jest nieco techniczny i wymaga przyjrzenia sie,
jak wygladataby sytuacja, gdyby wszystkie przedzialty

p, next[p|, next[next[p]],. .. byly nieoptymalne; zostawiamy
go jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Ostatecznie algorytm ma zlozonosé czasowa O(nlogn),
zdominowana przez sortowanie przedzialéw. Pozostale
fazy (wyznaczenie przedzialow dla prostokatow,
wyznaczenie tablicy next i pewnego przedziatu
optymalnego, algorytm zachtanny) dzialaja w czasie
liniowym.
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