Hamilton zauwazyl tez, ze — przy
interpretacji liczb zespolonych jako
punktéw plaszczyzny — ich dzialania
wobywaja si¢” bez liczby i. Mamy bowiem
dla a, b, c,d € R

(a,b) + (¢;d) = (a+c,b+d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Wzory te, jak zauwazyl pozniej Artur
Cayley, daja sie zinterpretowac takze jako
opisujace dzialania na kwaternionach.
Spostrzegl bowiem, wykorzystujac
rownosé 2 - 2 = 4, ze mozemy kwaterniony
traktowaé jak pary liczb zespolonych.
Wowezas dla a, b, ¢, d € C mamy

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc),

gdzie x + yi oznacza x — yi.

i Zadania

Czy kazdy niezerowy kwaternion ma element odwrotny? Dla liczb zespolonych
pomoglo rozwazenie iloczynu (¢ + di)(¢ — di). Tu postapimy podobnie;
gdy uwaznie wykonamy mnozenie, otrzymamy

(z1 + xoi + 235 + 4k) - (11 — 201 — 235 — 24k) = 22 + 25 + 22 + 22 € R.
Gdy z jest kwaternionem niezerowym, tj. gdy cho¢ jedna z liczb x; jest rozna
od zera, suma po prawej stronie jest niezerowa. Gdy wszystkie wspotczynniki
drugiego czynnika w powyzszym iloczynie podzielimy przez te sume, uzyskamy
postaé poszukiwanego elementu 2!, Zatem H jest naprawde ciatem, tyle ze
nieprzemiennym.

A co w takim razie z wyjsciowym celem, jakim bylo wyrazenie obrotow
przestrzeni trojwymiarowej za pomoca mnozenia w odpowiednim ciele? Otoz ten
cel tez udaje sie zrealizowaé¢ w nastepujacy sposob. Umiesémy nasza przestrzen
trojwymiarowa wewnatrz H, na ostatnich trzech osiach, tj. jako zbiér ,czysto
urojonych” kwaterniondéw xot + x3j + x4k. Niech ust 4+ usj + ugk bedzie wektorem
dhugosci 1, wskazujacym o§ obrotu, ktory chcemy zrealizowaé oraz niech 6 bedzie
katem, o jaki chcemy obroci¢ przestrzen. Rozwazmy kwaternion

q = cos(0/2) +sin(0/2) - (ugi + usj + usk) € H
oraz przeksztalcenie H — H dane wzorem z +— ¢ -z - ¢ '. Latwo zauwazy¢, ze
prosta rozpieta przez wektor x = uqi + usj + ugk nie poruszy sie. Okazuje sie,
ze przeksztalcenie to przeprowadza czysto urojona podprzestrzen na siebie
i wykonuje na niej doktadnie ten obrot, ktory sobie zaplanowalismy.

Wobec tego kazdy obrot przestrzeni trojwymiarowej potrafimy zakodowac za
pomocg czworki liczb rzeczywistych. Jest to na tyle efektywne, ze kwaterniony
znajduja zastosowanie w grafice komputerowej, do kodowania szybkich animacji.

Redagugje Urszula PASTWA

M 1507. Ciag a,, spelnia warunek
Ap+4+3 = —QAp42 + Ap+41 + anp,
dla dowolnej liczby naturalnej n. Znalezé wartosé asp16, wiedzac, ze a1 = 1, as =0
i as = 2.
Rozwigzanie na str. 17

M 1508. Czworokat wypukly ABC'D o obwodzie p zostal podzielony
przekatnymi na cztery trojkaty. Srodki okregow wpisanych w te trojkaty tworza
czworokat o obwodzie q. Wykazacé, ze pole S czworokata ABC'D jest mniejsze
niz pq/4.
Rozwiazanie na str. 4
M 1509. Obliczy¢ sume

10 10 10

Z Z Z min(z, y, z).

r=1y=1z2=1
Rozwiazanie na str. 2

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 913. Malerika metalowa kulke o masie m = 1 g, ktéra natadowano tadunkiem
q = +1077C, wystrzelono z duzej odlegtodci z predkoscia v = 1 m/s w kierunku
metalowej sfery, naladowanej tadunkiem @Q = +3-10~7C. Przy jakim
najmniejszym promieniu sfery kulka dotrze do jej powierzchni?

Rozwiazanie na str. 6

F 914. W komorze napylarki ptytka szklana jest pokrywana rozpylonym
srebrem. 7 jaka szybkos$cia nastepowalby wzrost grubosci d napylanej warstwy,
jezeli atomy srebra mialyby energic W = 10712 J kazdy i wytwarzalyby

na powierzchni plytki cisnienie p = 0,1 N/ m?? Gestosé srebra wynosi

p=10,5 g/cm?’7 a jego masa atomowa wynosi pu = 108.

Rozwiazanie na str. 15
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