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Do jednych z najstarszych probleméw w historii matematyki nalezy niewatpliwie
zaliczy¢ rownania diofantyczne, czyli réwnania o dziedzinie rozwiazan
ograniczonej do liczb catkowitych. Obecna nazwe zawdzieczajg one Diofantosowi,
greckiemu matematykowi zyjacemu w III wieku naszej ery w Aleksandrii. Swoje
rozwazania na temat takich rownan Diofantos zawarl w serii ksiag pod tytutem
Arytmetyka. Studiujac jedna z nich, Pierre de Fermat — zyjacy w XVII wieku
francuski prawnik i matematyczny samouk — uznal, ze pewne zawarte w niej
rownanie nie moze mie¢ rozwiazai, o czym raczyl poinformowaé przysztych
czytelnikow w stynnej uwadze, zamieszczonej na marginesie (czytanej przezen
ksiazki oraz niniejszego artykutu). Mowa, rzecz jasna, o rownaniu x™ + y" = 2"
dla n > 2, ktore czekalo na rozwiazanie (a wlasciwie dowdd jego braku) ponad
300 lat. Dopiero w 1993 roku, po kilku latach intensywnych prac, Andrew Wiles
zakonczyl wysitek pokolenn matematykoéw, dowodzac postawionej na poczatku
drugiej polowy XX wieku hipotezy Shimury—Taniyamy. Po licznych poprawkach
jego rozumowanie zostalo w roku 1995 oficjalnie opublikowane na tamach Annals
of Mathematics, a w 2016 roku zostal on uhonorowany prestizowa Nagroda
Abela.

Wielkie Twierdzenie Fermata dotyczy prostego w sformulowaniu réwnania
diofantycznego, ktorego rozwiazanie wymaga zastosowania bardzo
zaawansowanych narzedzi matematycznych. W niniejszym artykule chciatbym
przedstawi¢ zgota przeciwng sytuacje: pozornie skomplikowane réwnanie
diofantyczne przeanalizujemy przy uzyciu metod elementarnych. Rozwazmy
nastepujacy uktad rownan diofantycznych:

dab=>3 vt dlak=1,...,n

acA beB
gdzie A oraz B sg pewnymi dwoma réwnolicznymi i roztacznymi skoriczonymi
zbiorami liczb caltkowitych oraz n > 1 jest liczba naturalna. Nalezy wiec dla
ustalonego wykladnika n znalezé takie dwa réwnoliczne i roztaczne zbiory
liczb catkowitych A i B, by sumy liczb z tych zbioréw w potegach mniejszych
lub réwnych n byly réwne. Problem ten pochodzi od Eulera i Goldbacha,
wspolczesnie znany jest pod nazwa problemu Prouheta—Tarry’ego—Escotta.
Prouhet zajmowat si¢ tym uktadem w potowie XIX wieku, pozostali na poczatku
XX wieku podali wiele interesujacych rozwiazan.

Przyjrzyjmy sie kilku przykladom. Znalezienie szczegdlnego rozwiazania dla
malych n (dla n = 2 jest nim, na przyktad, A = {0,4,5} oraz B = {1,2,6}) nie
nastrecza wiekszych kltopotow. Dla wiekszych wykladnikéw poziom trudnosci
obliczen wzrasta bardzo szybko, np. dla n = 9 przyktadowe rozwiazanie to

A ={0,12,125,213,214, 412,413, 501, 614, 626},
B = {5,6,133,182, 242, 384, 444, 493, 620, 621}

Polecam Czytelnikowi probe znalezienia jakiegokolwiek rozwiazania dla

n = 3 (przyktadowe mozna znalezé na koricu artykutu). Wydaje sie, ze
problem Prouheta—Tarry’ego—Escotta jest trudny do rozwiklania, nawet jesli
postanowimy wspomoc si¢ komputerem. Tymczasem czeka na nas ogromna
niespodzianka. Okazuje sie bowiem, ze jesteSmy w stanie prosto skonstruowac
pewne rozwiazania dla dowolnej potegi n. Ponadto zaden komputer nie bedzie
nam do tego potrzebny.

Zanim przedstawimy rozwiazanie, dla dowolnej liczby naturalnej n okreslmy
rekurencyjnie pewne skonczone ciggi zer i jedynek. Rozpoczniemy od definicji
negatywu ciagu zero-jedynkowego, czyli zamianie kazdego wystepujacego w nim
zera na jedynke i odwrotnie. Negatyw ciggu A bedziemy oznaczali przez A;
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dla przykladu, jezeli A = 01011, to A = 10100. Niech teraz (9 = 01. Gdy mamy
juz zdefiniowane z(™), to przyjmujemy =+ = z("z(") to znaczy do ciagu 20
dopisujemy z prawej strony jego negatyw. Przyktad:
M = 2040 = 0101 = 0110.
Tak zdefiniowane ciagi postuza nam do rozwiazania problemu. Dla ustalonej
liczby naturalnej n podzielimy teraz zbior {0,...,2" "1 — 1} na takie dwa
roztaczne zbiory, ze odpowiednie sumy zgadzaja sie dla poteg od 0 do n. Niech
An:{ign:xz(-n)zm oraz Bn:{ign:xgn)zl};
sa to zatem numery tych wyrazow ciagu (™, ktore sa rowne odpowiednio 0
lub 1. Wtedy A,, i B, sa poszukiwanymi zbiorami. Dow6d bedzie przebiegat
indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 0 mamy
™ =01 oraz Ag= {1}, By = {2} i oczywiscie 1° =20 = 1.
Wykonamy teraz krok indukcyjny. Zaldézmy, ze mamy juz zdefiniowane A, _1
oraz B, spelniajace teze. Niech
Ap 1 ={2"4i:i€B,1} oraz B, ={2"+i:i€ A, 1}.
Wtedy A, = A,_1 U gn,l i analogicznie B,, = B,_1 U En,l. Rownosci te
wynikaja wprost z definicji ciagu (™) i sa kluczows obserwacja wykorzystywana
w kroku indukcyjnym. Jezeli teraz k < n, to, oznaczajac przez S; sume j-tych
poteg liczb ze zbioru A, _; (dla j < n — 1 réwna sumie j-tych poteg liczb ze
zbioru B,,_1), mamy:

PR A A WA S S A

a€A, a€A,_1 acA, 1 a€A, 1 bEBn 1

s e 3 (E0)-

a€A,_1 beB, 1 “j=0

k—1
- e 3 S (B,
§=0

aCAn_1 bEBn 1

Analogicznie moglibysmy udowodnié¢ te sama rownosé dla sumy k-tych poteg
liczb ze zbioru B,,, co konczy dowod indukcyjny.

Zaprezentowana metoda ma jedna zalete — pozwala w prosty sposob
skonstruowac jakiekolwiek rozwiazanie. Problemem jest jednak jej optymalnosé.
Zwroémy uwage na to, ze dla n = 9 otrzymujemy w ten sposob zbiory A i B
zlozone z 512 elementéw kazdy, a tymczasem widzieliSmy wczesniej rozwiazanie,
w ktorym zbiory A oraz B byly ,zaledwie” dziesiecioelementowe. Okazuje sie,

ze rozwigzania dla wyktadnika n musza by¢ zbiorami ztozonymi z co najmniej

n + 1 liczb catkowitych. Rozwiazanie, ktore spetnia to oszacowanie jako réwnosé,
nazywamy idealnym. Najwickszym wyktadnikiem, dla ktorego znane jest idealne
rozwiazanie, jest n = 11, a jest nim para dwunastoelementowych zbioréw

A = {422,461, 486, +127, +140, +151},
B = {435, +47,4£94, +121, £146, +148}.

Ciagi skonczone (™) ktore postuzyly nam do konstrukeji rozwiazan, sa
poczatkowymi fragmentami pewnego nieskoriczonego ciagu zero—jedynkowego,
zwanego ciagiem Thuego—Morse’a. Formalnie ciag ten, oznaczany dalej przez z,
mozna zdefiniowa¢ jako x = (x&"))go:l. Jedna z ciekawych wlasnosci ciagu =
jest to, ze nie zmienia si¢ on pod wplywem operacji podstawieri 0 — 01,

1 — 10. Wynika to z faktu, ze wykonanie tej operacji na ciagu (™) daje

nam w rezultacie cigg ("1, czego nietrudno dowiesé¢ za pomoca indukcji.
Oczywiscie, nie jest to jedyna jego interesujaca cecha, jednak na zaprezentowanie
wszystkich nie starczytoby miejsca na marginesie tego artykutu, ani nawet

w calym numerze Delty.

Hor'6ctt =g {11°L7°0} =V :¢ = u ep (ourespr) oruezemzoy
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