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Tak jak problemy praktyczne prowadza do réwnan, tak réwnania prowadza
czasem do nowych rodzajow liczb. Ambitny kmie¢ z czasow Mieszka I, bedacy
wladcicielem trzech krow i marzacy o nabyciu (lub zdobyciu) dodatkowych
sztuk bydla tak, by staé sie szanowanym posiadaczem tuzina kréw, musiat
niewatpliwie rozwiazywaé¢ zadanie matematyczne, ktore dzis zapisujemy
rownaniem 3 + z = 12. Gdy zamienimy wystepujace tu liczby miejscami,
otrzymamy réwnanie x + 12 = 3, ktore ,nie da sie rozwiaza¢”: goltym okiem
widaé, ze wsrod liczb, za pomoca ktorych zwyklismy liczy¢ krowy (czyli

liczb naturalnych), nie znajdzie sie zadna, ktora by spelniala to rownanie.
Ma ono jednak sens praktyczny: opisuje stan posiadania pewnego mieszkanca
sasiedniej wioski przed i po spelnieniu marzen naszego kmiecia. Zeby to
rOwnanie rozwiazaé, potrzebne sa nowe liczby — tu sa to liczby ujemne.

W tak powiekszonym zbiorze liczb, zwanym zbiorem liczb catkowitych, kazde
rOwnanie postaci  + a = b, gdzie a i b to liczby caltkowite, ma rozwiazanie.

Zeby rozwiazaé rownanie 22 — 2 = 0, nie wystarcza nie tylko liczby catkowite,
ani nawet wszystkie liczby wymierne, czyli utamki a/b zbudowane z liczb
catkowitych. Aby uzyskaé¢ rozwiazanie, do liczb wymiernych trzeba dotaczy¢
nowe liczby, a wérod nich liczbe niewymierna v/2.

Dlaczego nie wystarczy dolaczy¢ samej liczby v/2? Bo pojedyncze liczby sa

tak malo uzyteczne, ze nawet nie zastuguja na uwage. W istocie, na pytanie

co to jest liczba? istnieje tylko jedna, matematycznie uzyteczna, cho¢ pozornie
paradoksalna, odpowiedz: liczba to element zbioru, ktorego elementy mozna
dodawaé, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢. Zaktada sie przy tym, ze dzialania

te powinny spelnia¢ pewne naturalne warunki, jak np. przemiennosé i tacznosé
dodawania oraz mnozenia, istnienie odwrotnosci kazdej liczby roéznej od zera itp.,
dobrze znane z algebry szkolnej. Zbiory liczb, spelniajace te warunki, algebraicy
nazywaja ciatami.

Do zapisywania wynikéw pomiaréw najlepiej nadaje sie cialo liczb
rzeczywistych R, ktore mozna sobie wyobrazaé¢ jako zbiér wszystkich utamkow
dziesietnych, z (przewaznie) nieskonczong liczba cyfr po przecinku. Prawdziwa
nature tych liczb dobrze oddaje definicja, pochodzaca z jednego z najlepszych
podrecznikow algebry: , Liczby rzeczywiste, cokolwiek by to nie byto, maja
nastepujace wtasnosci...” — tu nastepuje lista wlasnosci dziatan. Uzytecznosé
liczb polega nie na tym, ze kazda z nich z osobna istnieje, lecz na tym,

ze mozemy na nich dziatac.

Zbior liczb rzeczywistych jest dostatecznie duzy, by mozna byto w nim znalezé
rozwigzania bardzo wielu uzytecznych rownan, ale jednak nie wszystkich;

na przyklad réwnanie 2% 4+ 1 = 0 nie ma rozwiazan w zbiorze R, gdyz lewa strona
tego réwnania jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x. Ogdlniej, z lekcji
algebry pamietamy, ze réwnanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = 0 nie ma rozwigzai
rzeczywistych, gdy A = b? — 4ac < 0.

Zatem, gdy upieramy sie przy tym, by réwnanie 22 4+ 1 = 0 jednak

mialo rozwiazanie, musimy powiekszy¢ zbior R do wiekszego ciata, ktore

w szczegblnoscei bedzie zawieraé pierwiastek naszego rownania — tradycyjnie
oznaczymy go symbolem ¢. Jest to pierwsza litera stowa imaginary, czyli urojona,
no bo przeciez nie jest to liczba rzeczywista... Nasze nowe cialo powinno zatem
zawieraé i, wszystkie ,stare” liczby a,b € R oraz wyniki dziatan na nich, a wiec
elementy postaci a, bi, a takze a 4 bi. Zbior wszystkich wyrazen tej postaci
oznaczamy symbolem C (complex numbers) i nazywamy liczbami zespolonymi.

Liczby zespolone mozemy w oczywisty sposob dodawaé i odejmowag:
(a+bi)x(c+di)=(atc)+ (bxd)i.
Mozemy je takze mnozyé — w tym celu po prostu ,otwieramy nawiasy’
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi?,
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Rozwigzanie zadania F 914.

Na jednym centymetrze kwadratowym
powierzchni ptytki osadza sie w ciagu
sekundy masa srebra réwna

M = mN = pd, stad d = mN/p, gdzie
N to liczba atomoéw srebra, padajacych
w ciggu sekundy na 1 cm? plytki,

a m — masa jednego atomu. Cisnienie na
powierzchni ptytki, pochodzace od tych
atomow, wynosi p = mNwv, gdzie predkosé
atomoéow to v = \/m Po

przeksztalceniu mamy

mN = p\/m/2VV = p\/Nop/2VV,

gdzie Ng — liczba Avogadra. Stad
ostatecznie

d=(p/p)

Nop/2W =9 - 107% cm/s.

(a,b)

Czytelnik Dociekliwy spostrzeze, ze
mnozenie liczby zespolonej przez
rzeczywista to jednokladnosé, a wobec
tego, ze mamy

a—+ bt =

a b
= Va2 + b2 ( + i) ,
,/a2+b2 1/(124,172
mnozenie przez dowolne a + bi jest
ztozeniem jednokladnosci i obrotu
o $rodku O.

a nastepnie korzystamy z podstawowej wlasnosci i: jest to pierwiastek rownania
22 4+ 1 =0, zatem i?> = —1. Podstawiajac te wartos¢ do powyzszej rownosci,
otrzymujemy wzor
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i € C.
Zauwazmy, ze tak zdefiniowane dziatania rozszerzaja znane nam dzialania
dodawania, odejmowania i mnozenia liczb rzeczywistych, co tatwo sprawdzié
podstawiajac w powyzszych wzorach b = d = 0. Trzy dzialania juz mamy!
A co z dzieleniem? Poniewaz dzielenie to mnozenie przez odwrotnosé dzielnika,
wystarczy znalezé odwrotnosé kazdego elementu ¢ + di # 0+ 0i =0 € C.
W tym celu zauwazmy, ze (c + di) - (¢ — di) = ¢® — d%*i* = ¢® + d* € R, skad
. c d . 1 c d .

(c+di)- <c2+d2 R 'Z> i Fl i e
Zatem dzielenie liczb zespolonych jest takze wykonalne. Tak stworzylismy
cialo C, ktore zawiera wszystkie liczby rzeczywiste oraz urojona liczbe 1,
speliajaca réwnanie 22 + 1 = 0.

Sceptyczny Czytelnik moze w tym miejscu wyrazi¢ watpliwosé, czy warto
byto wykonywaé te cala prace tylko po to, by uzyskaé pierwiastek jednego
konkretnego réwnania. W istocie nie jest az tak zle; rozwazmy dla przyktadu
rownanie 22 + 2 + 1 =0. Mamy A =12 —4-1-1 = —3, wiec w szkole w tym
miejscu przestalibySmy zajmowacé sie tym réwnaniem. Gdy jednak dopetnimy
lewa strone do pelnego kwadratu:

1 1 3

2 2
T 1 2.0 = - e
+x+ o +2-x +<> + —,

otrzymamy réwnanie
— rT=—-——* —- 1

+12_3
TTy) T 1 2 2 T2 27 72

W ten sposob znalezlismy dwie liczby zespolone, ktore sa pierwiastkami
naszego réwnania. Podobnie bedzie z kazdym innym réwnaniem kwadratowym —
w ciele C zawsze bez trudu znajdziemy jego pierwiastki.

2
3 1 3 1 3
:Z‘Q.(:t\[>7 x-l-f::lzi-i, V3

W istocie, jak udowodnil 22-letni Carl Friedrich Gauss w roku 1799, nie tylko
kazdy trojmian, ale takze kazdy wielomian dodatniego stopnia ma w ciele C
pierwiastek; jest to tak zwane Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Jest to prawda
takze wtedy, gdy wspoéltezynniki naszego wielomianu sa liczbami zespolonymi.

Poniewaz liczba zespolona a + bi € C jest wyznaczona przez pare liczb
rzeczywistych (a,b), mozna ja interpretowaé jako punkt plaszczyzny
kartezjanskiej R? o wspolrzednych = = a, y = b. Woéwczas podciato R liczb
rzeczywistych a 4+ 0i wypelnia 0§ Ox uktadu wspolrzednych, zas liczba urojona i
lezy na osi Oy, na wysokosci 1.

Dodawanie liczby zespolonej ¢ + di do dowolnego punktu plaszczyzny
kartezjanskiej odpowiada w tej interpretacji przesunieciu go o wektor [c, d].
A jakim przeksztalceniem jest mnozenie przez liczbe i? Dla dowolnego punktu
(a,b) € R? otrzymujemy

(a4 bi)-i=ai+bi* = b+ ai.
Zatem mnozenie przez i przenosi punkt (a,b) na punkt (—b,a). Latwo dostrzec,
ze jest to obrot plaszezyzny wokol punktu O = (0,0) o kat prosty, w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.

Ogolniej, jesli punkt (¢, d) lezy na okregu jednostkowym o $rodku w punkcie O,
to liczba zespolona z = ¢ + di spelnia warunek

A +d*> =1, skad z = cosf + isiné,
dla pewnego kata 6.

Wowcezas mnozenie przez z jest obrotem plaszezyzny wokot punktu O o kat 6,
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara.

Na przyktad, dla liczby z = —% + @ -1, ktéra pojawita sie wezesniej
jako pierwiastek réwnania 22 4+ 2 + 1 = 0, mamy z = cos 120° + 4 sin 120°,
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Czytelnik Oblatany wie, ze te sze$¢ liczb
to macierz 2 X 2 i wektor, a nawet moze
sie upieraé, ze tych liczb mogloby byé
mniej (trzy i p6l), bo wspoélczynniki
macierzy nie sa niezalezne.

wiec otrzymujemy obrot o 120°. Trzykrotne wykonanie tego obrotu
doprowadzi nas zatem do punktu wyjscia; nie powinno to by¢
zaskoczeniem, skoro przeksztalcenie to odpowiada mnozeniu przez 22, zas
P —1=0z-1)(:*+2+1)=(2—-1)-0=0, skad 2° = 1.

Widzimy zatem, ze liczby zespolone pozwalaja wygodnie reprezentowaé
wszystkie ruchy sztywne plaszczyzny, czyli przeksztalcenia zachowujace
odlegtosci miedzy punktami oraz orientacje ptaszczyzny; z kursu geometrii
wiemy, ze sa one zlozeniami przesunieé¢ i obrotow wokét punktu O. Analityczny
opis takich przeksztalcenn w klasycznej geometrii uzywa az szostki liczb; uzycie
liczb zespolonych pozwala na znacznie prostszy opis.

JPrawdziwa” geometria, tj. geometria, ktérej uzywaja mechanicy oraz
astronomowie, rozgrywa sie w przestrzeni tréjwymiarowej R?. Wiadomo,

ze kazdy ruch sztywny tej przestrzeni jest zlozeniem pewnego przesuniecia
oraz obrotu wokot jednej z osi przechodzacych przez punkt O = (0,0, 0);
analityczny opis takiego przeksztalcenia potrzebuje az 12 liczb. W tej sytuacji
musialo pojawi¢ sie bardzo naturalne pytanie: czy tréjwymiarowa przestrzen
kartezjanska R? mozna wyposazyé w strukture ciala tak, by dodawanie oraz
mnozenie przez jego elementy prosto opisywato wszystkie ruchy sztywne tej
przestrzeni?

Irlandzki matematyk, fizyk i astronom William Rowan Hamilton strawit
10 lat na poszukiwaniu odpowiedniej struktury ciata na zbiorze trojek liczb
rzeczywistych, analogicznej do struktury ciata liczb zespolonych na zbiorze par.

7Z dodawaniem nie ma problemu: podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym
trojki liczb dodajemy po wspotrzednych: (a,b,¢) + (d,e, f) = (a+d,b+e,c+ f);
dodawanie ustalonego elementu (d, e, f) odpowiada wowczas przesunieciu
przestrzeni o wektor [d, e, f]. Natomiast mnozenie trzeba wymyslié.

Trojki liczb, czyli punkty w R?, mozna tez utozsamié¢ z koncami wektoréw,
zaczepionych w punkcie O i szukaé¢ odpowiedniego mnozenia wektorow.
Przywodzi to na my$l znane z zastosowari w mechanice i elektromagnetyzmie
pojecie iloczynu wektorowego v x w pary wektorow v, w € R®. Wynikiem tego
dziatania jest trzeci wektor, prostopadly do obu wektorow v, w i skierowany
w taka strone, by trojke wektorow v, w, v x w mozna bylo ruchem sztywnym
przetozy¢ na dodatnie potosie Oz, Oy, Oz (niekoniecznie prostokatnego) ukladu
wspotrzednych. Ponadto, dtugosé wektora v x w powinna by¢ réwna polu
rownolegloboku, rozpietego przez wektory v, w — tacznie warunki te wyznaczaja
wektor v X w w sposob jednoznaczny. Niestety, to nie jest mnozenie, ktére moze
nas zadowoli¢. Z powyzszej definicji wynika, ze dla dowolnego wektora v mamy
v X v =0, bo para v, v rozpina ,réwnolegtobok” o zerowym polu. Tymczasem
w ciele iloczyn niezerowych elementow jest zawsze rozny od zera; jesli bowiem
a-b=0oraz a # 0, to istnieje 1/a, skad dostajemy

b=1-b= (1-a> ~b=1~(a~b)=1-020.

a a a

Wykazemy, ze w przestrzeni R? w ogéle nie ma takiego mnozenia, jakiego
szukamy. Dowo6d poprowadzimy nie wprost. Zalézmy zatem, ze istnieje szukane
mnozenie, ktore sprawia, ze R? staje sie ciatem. Wybierzmy dowolny element
a € R3, ktory nie nalezy do prostej zawierajacej jedynke tego ciala i niech P
bedzie plaszczyzng rozpieta przez punkty O, 1 oraz a. W szczegolnosci, dowolny
element b € P jest postaci b =1r-1+4 s-a dla pewnych liczb r, s € R. Rozwazymy
dwa przypadki:

(I) Punkt a? nalezy do plaszczyzny P. Wobec tego dla by, by € P mamy
by -by=(r1-14+s1-a) (ra-1+s2-a)=
=rirg - 1+ (r182 + 8172) - a + 8182 -a® € P,
czyli plaszczyzna P jest podzbiorem zamknietym ze wzgledu na mnozenie.

Ponadto, dla ustalonego b € P przeksztalcenie plaszczyzny P w siebie, dane
wzorem x — b -z, jest roznowartosciowym przeksztalceniem liniowym: jesli
b-xy=b-x9,tob-(x1 —x2) =0, askoro b # 0, to x1 = x2. Wynika stad, ze
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Przez x - Y, gdzie x jest liczba, a Y
zbiorem liczb, rozumiemy zbior
wszystkich liczb, ktére mozna uzyskac
jako iloczyn x przez ktoras z liczb ze
zbioru Y.

w

Rozwigzanie zadania M 1507.
Ciag a, spelnia warunek

An+3 + ani2 = apnt1 + ap. W takim razie

2016

Zak» = (a1 +a2)+ (az+as)+ ...

k=1 + (az2015 + azo16) =

= 1008(a1 + az) = 1008.

Podobnie otrzymujemy

2015

Zak =a1 + (a2 +az) + (as +as) + ...

k=1 + (a2014 + a2015) =
= a1 + 1007(az + az) = 2015.

Odejmujac otrzymane wartosci,
dostajemy

2016 2015

az016 = Z ap — Z ap = —1007.
k=1 k=1

obrazem P jest cala plaszczyzna P. W szczegblno$ci, istnieje taki element ¢ € P,
ze b-c=1¢€ P. Wynika stad, ze P jest dwuwymiarowym podcialem w naszym
ciele R3.

Wybierzmy teraz dowolny element d € R3, lezacy poza plaszczyzna P. Wowczas
podzbior P’ = d - P takze jest plaszczyzna. Rozwazmy przeciecie PN P'.
Zalozmy, ze dla pewnych niezerowych b,b’ € P mamy d - b = b'. Wowczas
d=1"V-(1/b) € P, wbrew wyborowi d. Wobec tego P N P’ = {0}, co daje
sprzecznosé, gdyz w przestrzeni trojwymiarowej dwie plaszczyzny nie moga
przecinaé sie w doktadnie jednym punkcie.

(IT) Punkt a? nie nalezy do ptaszczyzny P. Wéwcezas wektory 1, a, a® rozpinaja
przestrzen R3, wiec a® =7-1+s-a+t-a? dla pewnych liczb 7,s,t € R. Wielomian
f(x) = 2% —r — sx — ta® przyjmuje dla bardzo duzych x wartosci dodatnie, za$ dla
Lbardzo ujemnych” x — wartosci ujemne. Zatem ma on pierwiastek rzeczywisty A,
skad f(z) = (z — M\)g(z) dla pewnego trojmianu g(x). Podstawiajac do tej
tozsamosci x = a, otrzymujemy
=a*—r-1—s-a—t-a*= f(a) = (a — - 1)g(a).
Ale g(a) # 0, gdyz a® ¢ P. Zatem a = X - 1, wbrew wyborowi a.

W obu przypadkach uzyskaliSmy sprzecznos$é, co dowodzi, ze poszukiwana
struktura ciala na przestrzeni R? nie istnieje.

To, co nie jest mozliwe w przestrzeni tréjwymiarowej, moze sie zdarzy¢

w wymiarze 4. Na przyktad, w przestrzeni R* skladajacej sie z czworek liczb
rzeczywistych jest dosé miejsca na to, by dwie ptaszczyzny mialy doktadnie
jeden punkt wspolny. Oto przyktad: niech P bedzie plaszczyzna rozpieta
przez pierwsze dwie osie uktadu wspotrzednych, zas P’ — przez ostatnie dwie.
Do plaszezyzny P naleza czworki liczb postaci (z1, 22,0, 0), natomiast do P’
— czworki (0,0, 23, x4). Jedyna czworka, ktora jest obydwu tych postaci, jest,
oczywiscie, (0,0,0,0), skad PN P = {O}.

Hamilton dostrzegt mozliwosci przestrzeni czterowymiarowej w kontekscie
rozwazanego problemu w dniu 16. pazdziernika 1843 roku, gdy zmierzajac

w towarzystwie zony na posiedzenie Royal Irish Academy, przekraczal mostek
Broom Bridge na Royal Canal w Dublinie.

Gdy wersory kolejnych osi Ozx;, i = 1,2, 3,4, nazwiemy 1, i, j, k oraz zazadamy,
by

i? =5 =k* =ijk = —1,
otrzymamy niemal idealne czterowymiarowe cialo!

Hamilton byt tak podekscytowany swoim odkryciem, ze pono¢ wydrapat
powyzsze formuly na kamiennej poreczy mostu. Historia milczy, jak zareagowala
na to zdarzenie towarzyszaca mu malzonka.

Odczytajmy z powyzszych wzoréw wynik mnozenia kazdej pary liter ¢, j, k.
Mnozac rownosé ijk = —1 z prawej strony przez k, otrzymamy

(ijk)k = —k,  (i)k* = —k, (ij) - (1) = —k,
Wykonujac podobne mnozenie przez ¢, ale z lewej strony, otrzymamy jk = .
7 pierwszej z otrzymanych powyzej rownosci mozna wyliczyé ji:

ji = j(jk) = j°k = k.

Wynika stad, ze ij # ji, czyli nasze mnozenie nie jest przemienne, co ttumaczy
uzyte wyzej okreslenie niemal idealne.

ij = k.

Pozostawiamy Czytelnikom fascynujaca zabawe uzyskania kompletu réwnosci:

=4k jJi=—-k, jk=i, kj=-—i, ki=j, ik=—j.

Kazda czworka (1,22, 23, 74) € R* moze byé¢ zapisana jako kwaternion

T =21 + 22t + x3j + x4k. Takie wyrazenia dodajemy po wspotrzednych — jak
liczby zespolone. Natomiast mnozymy je, otwierajac nawiasy i korzystajac

z szedciu rownodci przedstawionych wyzej. Tak powstaje algebra kwaternionow,

ktora na cze$¢ Hamiltona oznaczamy symbolem H.
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Hamilton zauwazyl tez, ze — przy
interpretacji liczb zespolonych jako
punktéw plaszczyzny — ich dzialania
wobywaja si¢” bez liczby i. Mamy bowiem
dla a, b, c,d € R

(a,b) + (¢;d) = (a+c,b+d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Wzory te, jak zauwazyl pozniej Artur
Cayley, daja sie zinterpretowac takze jako
opisujace dzialania na kwaternionach.
Spostrzegl bowiem, wykorzystujac
rownosé 2 - 2 = 4, ze mozemy kwaterniony
traktowaé jak pary liczb zespolonych.
Wowezas dla a, b, ¢, d € C mamy

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc),

gdzie x + yi oznacza x — yi.

i Zadania

Czy kazdy niezerowy kwaternion ma element odwrotny? Dla liczb zespolonych
pomoglo rozwazenie iloczynu (¢ + di)(¢ — di). Tu postapimy podobnie;
gdy uwaznie wykonamy mnozenie, otrzymamy

(z1 + xoi + 235 + 4k) - (11 — 201 — 235 — 24k) = 22 + 25 + 22 + 22 € R.
Gdy z jest kwaternionem niezerowym, tj. gdy cho¢ jedna z liczb x; jest rozna
od zera, suma po prawej stronie jest niezerowa. Gdy wszystkie wspotczynniki
drugiego czynnika w powyzszym iloczynie podzielimy przez te sume, uzyskamy
postaé poszukiwanego elementu 2!, Zatem H jest naprawde ciatem, tyle ze
nieprzemiennym.

A co w takim razie z wyjsciowym celem, jakim bylo wyrazenie obrotow
przestrzeni trojwymiarowej za pomoca mnozenia w odpowiednim ciele? Otoz ten
cel tez udaje sie zrealizowaé¢ w nastepujacy sposob. Umiesémy nasza przestrzen
trojwymiarowa wewnatrz H, na ostatnich trzech osiach, tj. jako zbiér ,czysto
urojonych” kwaterniondéw xot + x3j + x4k. Niech ust 4+ usj + ugk bedzie wektorem
dhugosci 1, wskazujacym o§ obrotu, ktory chcemy zrealizowaé oraz niech 6 bedzie
katem, o jaki chcemy obroci¢ przestrzen. Rozwazmy kwaternion

q = cos(0/2) +sin(0/2) - (ugi + usj + usk) € H
oraz przeksztalcenie H — H dane wzorem z +— ¢ -z - ¢ '. Latwo zauwazy¢, ze
prosta rozpieta przez wektor x = uqi + usj + ugk nie poruszy sie. Okazuje sie,
ze przeksztalcenie to przeprowadza czysto urojona podprzestrzen na siebie
i wykonuje na niej doktadnie ten obrot, ktory sobie zaplanowalismy.

Wobec tego kazdy obrot przestrzeni trojwymiarowej potrafimy zakodowac za
pomocg czworki liczb rzeczywistych. Jest to na tyle efektywne, ze kwaterniony
znajduja zastosowanie w grafice komputerowej, do kodowania szybkich animacji.

Redagugje Urszula PASTWA

M 1507. Ciag a,, spelnia warunek
Ap+4+3 = —QAp42 + Ap+41 + anp,
dla dowolnej liczby naturalnej n. Znalezé wartosé asp16, wiedzac, ze a1 = 1, as =0
i as = 2.
Rozwigzanie na str. 17

M 1508. Czworokat wypukly ABC'D o obwodzie p zostal podzielony
przekatnymi na cztery trojkaty. Srodki okregow wpisanych w te trojkaty tworza
czworokat o obwodzie q. Wykazacé, ze pole S czworokata ABC'D jest mniejsze
niz pq/4.
Rozwiazanie na str. 4
M 1509. Obliczy¢ sume

10 10 10

Z Z Z min(z, y, z).

r=1y=1z2=1
Rozwiazanie na str. 2

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 913. Malerika metalowa kulke o masie m = 1 g, ktéra natadowano tadunkiem
q = +1077C, wystrzelono z duzej odlegtodci z predkoscia v = 1 m/s w kierunku
metalowej sfery, naladowanej tadunkiem @Q = +3-10~7C. Przy jakim
najmniejszym promieniu sfery kulka dotrze do jej powierzchni?

Rozwiazanie na str. 6

F 914. W komorze napylarki ptytka szklana jest pokrywana rozpylonym
srebrem. 7 jaka szybkos$cia nastepowalby wzrost grubosci d napylanej warstwy,
jezeli atomy srebra mialyby energic W = 10712 J kazdy i wytwarzalyby

na powierzchni plytki cisnienie p = 0,1 N/ m?? Gestosé srebra wynosi

p=10,5 g/cm?’7 a jego masa atomowa wynosi pu = 108.

Rozwiazanie na str. 15
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