Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Klub 44 ’ ’

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe osob,
ktore nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 624, 625

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2016 Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

624. Ciezarek o masie m zawieszony jest w polu ciezkosci na niewazkiej

T — sprezynie o wspotezynniku sprezystosci k. Diugosé nierozciagnietej sprezyny

jest zaniedbywalna. Sprezyne odchylono do poziomu, rozciagnieto do dtugosci g
m i puszczono swobodnie. Znalezé najmniejsza dlugosé sprezyny podczas ruchu.

625. Na dnie naczynia znajduje sie cienka metalowa ptytka, ktorej
powierzchnia S jest duzo mniejsza od powierzchni dna naczynia. W naczyniu

Rys. 1

znajduje sie ciecz o gestosci p i statej dielektrycznej . Wysoko$é stupa cieczy
jest duzo mniejsza od rozmiaréw liniowych ptytki. O ile podniesie sie ciecz nad
plytka, gdy na plytke wprowadzony zostanie tadunek Q7

Rozwiagzania zadai z numeru 6/2016

Przypominamy tresé zadan:

620. W chwili poczatkowej prostokatna ramka o masie M spoczywa na powierzchni poziomej,

Rys. 2

a mata kulka o masie m porusza sie¢ z predkoscia v wewnatrz ramki, rownolegle do boku o diugosci
a (rys. 1). Kulka zderza sie sprezyscie ze srodkami krotszych bokow ramki. Znalezé czas pomiedzy
kolejnymi zderzeniami z tym samym bokiem ramki. Nie ma tarcia.

621. Dwuwypukla soczewka o promieniach krzywizny R, wykonana ze szkla o wspotczynniku
zalamania ns , zanurzona jest jedna strona w wodzie (rys. 2). Maly przedmiot znajduje si¢ w wodzie

—_—> na osi optycznej soczewki, w odlegltosci & od soczewki. Wysoko$¢ przedmiotu wynosi h. W soczewce

powstaje obraz pozorny. Jakie jest jego powigkszenie liniowe? Wspoélczynnik zalamania szkla jest

TOWNY Ty -

ne=1 ne=1

Rys. 3

620. W uktladzie §rodka masy predkosci kulki i ramki odpowiednio vi i vy
spehliaja zwiazki: mvy + Mvy =0, vi — vy = v, , gdzie v, jest predkoscia
wzgledna. Stad v, = ML-HTLUW , V2 = 374 Vw- Energia w ukladzie srodka masy
wynosi E = %Mv% +2mu? = 2(;’;7%”)0120 Na uktad nie dzialaja z zewnatrz
w kierunku poziomym zadne sily, zatem srodek masy porusza sie ze stata

R predkoscia i jego energia kinetyczna nie zmienia si¢. Zderzenia sa sprezyste, wiec

N nie zmienia si¢ réwniez energia w ukltadzie srodka masy, predkos¢ wzgledna kulki

a4 i ramki pozostaje stata i rowna predkosci poczatkowej kulki v. Szukany czas

Rys. 4

¢ F miedzy dwoma kolejnymi zderzeniami wynosi t = 2a/v.

621. Aby skonstruowac¢ obraz przedmiotu, jaki powstaje w soczewce, musimy
odpowiedzie¢ na pytania: jak biegnie promien réwnolegly do osi optycznej

po przejéciu przez soczewke oraz jak biegnie promien przechodzacy przez
srodek soczewki. W przypadku promienia réwnoleglego mozemy wprowadzié
umieszczony w powietrzu uktad zastepczy, ztozony ze stykajacych sie cienkich
soczewek — szklanej o promieniach krzywizny R oraz plasko-wklestej soczewki

wodnej (rys. 3). Odwrotnosé¢ ogniskowej takiego uktadu  Korzystajac z rysunku 4 i przyblizenia matych katow,

jest suma odwrotnosci poszczegdlnych soczewek: otrzymujemy zwiazki: h = xa, H = |y|3, gdzie y jest
1 nw—1  2ns—1)  2ng—ny, —1 odlegloscia obrazu od soczewki, H wysokoscia obrazu.
? TR R = R . 7 podobienistwa odpowiednich tréjkatow mamy tez:
. . L H:Jw—lyl:nMSth:L a szukane
Oznaczmy kat padania na $rodek soczewki promienia N L Ty
wychodzacego z konica przedmiotu (rys. 4) przez a, a kat powigkszenie dane jest wzorem
zalamania tego promienia przez 5. Poniewaz przedmiot p= E _ 1
jest maly, mamy 8 = n,« zgodnie z prawem zalamania. h 1- x%
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2016

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
717 (WT = 3,70) i 718 (WT = 1,03)
z numeru 3/2016

Grzegorz Karpowicz ~ Wrocltaw 42,77

Janusz Fiett Warszawa 42,24
Janusz Olszewski Warszawa 42,14
Pawel Kubit Krakow 41,52
Marek Gatlecki USA 37,76
Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,29
Piotr Kumor Olsztyn 34,15
Witold Bednarek Lodz 33,95

Zadania z matematyki nr 727, 728
Redaguje Marcin E. KUCZMA

727. Trojkat rownoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi
réwnolegtymi do bokéw) na n? trojkacikow o boku 1. Kazdy wierzchotek
powstalej siatki (tj. wierzcholek ktoregos trojkacika) jest pomalowany na
biato lub czarno. Wykonujemy ciag ruchéw. W jednym ruchu zmieniamy kolor
wszystkich wierzchotkéw, lezacych na jednej linii prostej, zawierajacej bok
ktoregos trojkacika.

Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktoérych — wychodzac od stanu:
wszystkie wierzchotki biate — mozna doj$é¢ do stanu: doktadnie jeden wierzchotek
czarny.

728. Czy istnieje funkcja rézniczkowalna f, bedaca réznowartosciowym
odwzorowaniem zbioru wszystkich liczb dodatnich na ten sam zbior, i taka, ze
jej pochodna jest funkcja odwrotna do f7

Zadanie 728 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi
Rozwigzania zadai z numeru 6/2016

Przypominamy tresé zadan:

723. Czy kazdy $ciéle rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma wyraz, bedacy
jednoczesnie pewnym wyrazem ciagu Fibonacciego (F,,)? (Fy = Fo =1, Fyqp0 = Fpy1 + Fy).

724. Dowies¢, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja rownanie
la+b—cl+lb+c—al+lc+a—bl=la] + b +|cl

wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja réwnanie
la+b—cl+|b+c—al+|ct+a—b=|a+b+c|

723. Odpowiedz: nie. Banalny kontrprzyktad (jeden z wielu): ciag

(I1ln+4; n=1,2,3,...). Ciag Fibonacciego — a raczej jego poczatkowy
odcinek — zapisany modulo 11, przedstawia sie tak: 1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1,....
Dalej reszty (mod 11) powtarzaja sie cyklicznie, z okresem 10; reszta 4 jest

w tym ciagu nieobecna.

724. Podstawienie a =y + 2z, b=2z24+x, ¢=x+y przeprowadza dane dwa
roéwnania do postaci

1
(1) el + 1y + 2] = 5 (ly + 2 + |z + 2 + |z + y)
oraz
(2) 2] + [yl + 2] = |z +y + 2].

Oczywiste sa nieréwnosci
1
ol + [yl + 12l > S (ly+ 2l + 2+l + o+ yl) > o +y+ 2.

Jesli wiec liczby z,y, 2z spelniaja rownanie (2), to spelniajg tez i rownanie (1).
Pozostaje do wykazania implikacja przeciwna.

Zalozmy wiec, ze spelnione jest rownanie (1), czyli ze zachodzi rownosé
w pierwszej z napisanych nieréwnosci. To wymusza jednoczesne zachodzenie
trzech rownosci:

ly+zl=lyl+ 1z, [z+zl=lzl+]zf, |e+yl=]z[+]y]
Liczby |z+yl, |z, ly| sa dlugosciami bokow trojkata (na plaszczyznie zespolonej)
o wierzchotkach 0, y, —z. Rownos¢ |z + y| = |z| + |y| oznacza, ze jest on
zdegenerowany do odcinka o koricach y, —x, czyli ze punkty z,y leza na jednej
potprostej, wychodzacej z punktu 0. Ta sama konkluzja dla par y, z oraz z,x
pokazuje, ze wszystkie trzy punkty x, y, z leza na jednej takiej poltprostej.
A wowczas zachodzi réwnosé (2). To koriczy rozwiazanie zadania.
Uwaga. Warto moze zauwazy¢, ze dwa podane (rownowazne) rownania nie sq
rownowazne trzeciemu réwnaniu:

la+b+c|=lal +1b| + |c],
czyli (w terminach zmiennych x,y, z) roéwnaniu, taczacemu prawe strony (1) 1 (2).
Prosty przyktad: =y =1, z= —1. Rownania (1) i (2) nie sa spelnione, ale
ich prawe strony maja jednakowa wartosc.
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