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Rys. 1. Przyktadowy tancuch o n = 10
lampkach i czterech wymaganiach
estetycznych (1,6, 3), (5,7,4), (3,8,1)
oraz (5,9, 2). Ostatnie wymaganie mowi,
ze lampki 5 1 9 musza mie¢ ten sam kolor
oraz lampki 6 i 10 musza mieé¢ ten sam
kolor.
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Rys. 2. Graf odpowiadajacy wymaganiom
z rysunku 1. Ma trzy spojne sktadowe
{1,3,6,8,10}, {2,5,7,9} oraz {4}, wiec
taricuch moze mie¢ co najwyzej 3 rézne
kolory lampek.
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Rys. 3. Zastapienie wymagan dluzszych
niz 2% = 2 w fazie k = 1.

Informatyczny kacik olimpijski (98): Swiateczny laiicuch

Tym razem omoéwimy zadanie Swigteczny taricuch, ktore rozwigzywali w tym
roku uczestnicy drugiego etapu XXIII Olimpiady Informatycznej. Zadanie jest
nastepujace: nalezy zaprojektowaé tancuch ztozony z n réznokolorowych lampek,
przy czym dane jest rowniez m wymagan estetycznych, kazde w postaci trojki
liczb (a4, b;, ¢;) oznaczajacej, ze fragmenty taricucha ztozone z lampek o numerach
{aj,...,a; +€; — 1} oraz {b;,...,b; + £; — 1} musza by¢ jednakowe (rys. 1).
Fancuch powinien by¢ tez jak najbardziej urozmaicony; innymi stowy, powinno
byé¢ w nim jak najwiecej réznych koloréw lampek. Wartosci n i m sa rzedu 106.

Rozwiazanie, za ktére mozna byto zdobyé¢ polowe punktéw na konkursie, jest
narzucajace sie. Zbudujmy graf o n wierzchotkach (ponumerowanych liczbami
od 1 do n), ktore odpowiada¢ beda kolejnym lampkom tanicucha. Teraz dla
kazdego wymagania estetycznego (a;, b;, ¢;) taczymy krawedziami wierzchotki
dla tych lampek, ktore muszag mie¢ ten sam kolor; innymi stowy, dla kazdego
7=0,1,...,¢; — 1 taczymy krawedzia wierzcholki a; + j oraz b; + j. Zauwazmy, ze
wszystkie lampki nalezace do jednej spojnej sktadowej grafu musza mieé¢ ten sam
kolor. Z kolei lampki z réznych sktadowych moga mieé¢ roézne kolory, wiec aby
zmaksymalizowaé liczbe koloréow w tancuchu, nalezy kazdej sktadowej przypisac
inny kolor lampek (rys. 2). To rozwiazanie dziala¢ bedzie w czasie liniowym od
wielkosci skonstruowanego grafu. Jest zatem zbyt wolne, gdyz liczba krawedzi
grafu moze by¢ bliska iloczynowi n - m, ktéry moze wyniesé nawet 1012

Zauwazmy, ze powyzsze rozwigzanie jest wolne, jesli istnieje duzo wymagan
estetycznych o duzych dlugosciach (wartosciach ¢;). Jednak w takim przypadku
jest nieuniknione, ze spora czes¢ wymagan bedzie redundantna (tzn. bedzie
prowadzila do takich samych wymuszen kolorow). W naszym przykladzie
wymaganie (5,7,4) mowi, ze fragmenty {5,6,7,8} 1 {7,8,9,10} maja takie same
kolory lampek, co moze by¢ spetnione tylko wtedy, gdy krotsze fragmenty {5,6},
{7,8} oraz {9,10} maja te same kolory. Wida¢ zatem, ze wymaganie (5,9, 2)
jest w tym przypadku zawsze spelnione. ChcielibySmy usungé¢ takie redundantne
wymagania. Ponadto, w przypadku wymagan o duzych dtugosciach by¢ moze
tylko czeé¢ informacji z wymagania jest redundantna — w takim przypadku
dobrym pomystem mogloby by¢ podzielenie takiego wymagania na mniejsze
kawatki.

W szybszym rozwiazaniu wykorzystamy te dwa pomysty: bedziemy sukcesywnie
rozbija¢ wymagania na mniejsze i na biezaco usuwaé¢ redundancje. Rozwiazanie
bedzie przebiega¢ w |log, n| + 1 fazach dla k = [logyn],...,1,0. W fazie k-tej
zakladamy, ze wszystkie wymagania maja dtugo$¢ co najwyzej 281, a nastepnie
kazde wymaganie (a;, b;, £;) o dtugoici wiekszej niz 2% (czyli spetniajace;

2F < 0; < 281 zastepujemy dwoma wymaganiami o dtugosci 2% (rys. 3):

(ai, bi, 2%) oraz (a; +0; — 28, by +0; — 28, 2F).

To spowoduje tymczasowy wzrost liczby wymagar,

ale pozwoli nam usunaé¢ redundancje wséréd wymagan

o dtugosci 2%. Zbudujmy w tym celu graf G}, w ktérym
wierzchotki beda znéw liczbami od 1 do n, ale
bedziemy mieli co najwyzej 2m krawedzi: dla kazdego
wymagania (a;, b;, 2F) stworzymy krawedz taczaca
wierzchotki a; oraz b;. Zauwazmy teraz, ze jesli w grafie
G}, znajduje sie cykl, to znaczy, ze czes¢ wymagan

o dtugosci 2% daje redundantne informacje. Istotnie:
cykl v1 = v9 — ... = vy — v; wymusza, ze dla kazdego
0 < j < 2% kolory lampek ze zbioru {v; +j | 1 <i < s} sa
takie same. Jednak to samo wymuszenie uzyskujemy,
jesli usuniemy dowolne wymaganie odpowiadajace
krawedzi z tego cyklu. Powtarzajac to rozumowanie
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dopoty, dopoki w grafie G istnieja cykle, mozemy
zmniejszy¢ zbior wymagan dtugosci 2% do zbioru
liczacego n — 1 wymagari. Ten zbiér mozemy znalezé,
wyznaczajac dowolny las rozpinajacy grafu Gy.

Zatem na koniec fazy k-tej uzyskamy réwnowazny zbior
wymagan zawierajacy co najwyzej m + n wymagan
dhugosci co najwyzej 2F. Pojedyncza faze mozemy
zaimplementowaé¢ w czasie O(n + m). Tak wiec po fazie
k = 0 uzyskamy rownowazny zbiér m + n wymagan,

z ktorych kazde jest dtugosci 1. Dla takiego zbioru
nasze pierwotne rozwiazanie zadziata w czasie liniowym.
Ostatecznie ztozonosé czasowa algorytmu wyniesie

O((n +m)logn), a pamieciowa O(n + m).
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