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A moze jednak?
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W artykule Czy Ziemia jest ptaska (Delta 4/2016) pokazalismy, ze sfera
(bedaca uproszczonym modelem powierzchni Ziemi) nie jest plaska, to znaczy
nie daje sie podzieli¢ na fragmenty, z ktorych kazdy byltby izometryczny

z pewnym fragmentem plaszczyzny. Przypomnijmy, ze ta cecha odroznia sfere od
powierzchni bocznych walca i stozka. P6jdzmy wiec dalej — czy jest mozliwa taka
gladka deformacja sfery, aby uzyskaé¢ powierzchnie ptaska?

Pytanie jest o tyle zasadne, ze sama Ziemia nie ma ksztaltu idealnej kuli, tylko
elipsoidy obrotowej, a i to tylko w przyblizeniu. Rysunek 1 pokazuje przyktad
gtadkiej deformacji, w efekcie ktorej otrzymujemy szescian z wygladzonymi
kantami. Istotnie, jego $ciany sa fragmentami ptaszczyzny, a w okolicach
krawedzi mozna wykorzystaé¢ fragmenty powierzchni walca. Jedyne nieptaskie
czesci sa w okolicach wierzchotkow, ale moze i tego da sie uniknacé?

Pokazemy, ze taka deformacja nie jest mozliwa. Aby to wykazaé¢, wykorzystamy
niezmiennik zwany charakterystykq Eulera. Mozna juz byto o nim przeczytaé
w artykule Wzor Eulera i balony (Delta 9/2005) oraz w Deltoidzie 3/2016.
Przypomnijmy najpierw twierdzenie Eulera: dla dowolnego wielo$cianu
wypuktego zachodzi wzor

V-E+F=2,
gdzie V, E, F' to odpowiednio liczba jego wierzcholkow, krawedzi i Scian.
Oczywiscie, wzor ten pozostanie shuszny, jesli wielodcian ,nadmuchamy” w taki
sposob, by jego powierzchnia miala ksztatt sfery. Charakterystyka FEulera
sfery to po prostu liczba 2 pojawiajaca sie po prawej stronie przedstawionej
rownosci. Dlaczego nazwalismy ja niezmiennikiem? Ot6z jesli bedziemy rozwazac
wielosciany na zdeformowanej sferze (na przyklad tej z rysunku 1), wzor Eulera
pozostanie w mocy. Jest tak, gdyz deformacja sfery wraz z rozrysowanym
na niej wieloscianem nie zmienia liczby jego wierzchotkow, krawedzi i cian.
Obserwacja wydaje sie btaha, ale odnotujmy, ze dla wieloscian6w na torusie
(powierzchni detki) otrzymujemy inny wynik: V' — E + F = 0. Czytelnik moze to
sprawdzi¢ na rysunku 2. Podobnie jak dla sfery, otrzymana liczba 0 nie zalezy
od wyboru wielo$cianu. W ten sposob przekonujemy sie, ze sfera i torus maja
rozne charakterystyki Eulera, w konsekwencji nie da sie otrzymaé jednej z tych
powierzchni przez deformacje drugiej.

Przypusémy wiec przeciwnie, ze zdeformowana w pewien sposob sfera jest
plaska; dla przejrzystosci ilustracje beda przedstawialy sfere bez deformacji,
ale nie zmniejsza to ogblnosci rozwazan. Ptaskosé oznacza, ze kazdy punkt

ma otoczenie izometryczne z fragmentem plaszczyzny; kazde takie otoczenie
nazwiemy platem. Do pokrycia catej sfery mozna wybra¢ pewng skoriczong
liczbe platow, a nastepnie skupi¢ uwage jedynie na tej kolekeji (na przyktad
powierzchnie boczna walca da sie pokry¢ dwoma platami). Mapg nazwiemy
izometrie przeksztalcajaca ptat we fragment plaszczyzny, a takze obraz tej
izometrii — w przypadku powierzchni Ziemi to pojecie jest zblizone do tego, co
zwyklismy oglada¢ w atlasach.

Skonstruujemy teraz wieloScian spelniajacy ponizsze trzy warunki:

1. Wszystkie $ciany sa trojkatami (maja po trzy krzywoliniowe boki).

2. Kazdy z tych trojkatow zawiera sie w pewnym placie, a wiec jest
izometryczny z pewng figura na plaszczyznie.

3. Tak otrzymana figura na plaszczyznie jest trojkatem prostoliniowym, czyli jej
boki sa odcinkami.

Warunek 1 jest bardzo tatwo spelni¢, na przyktad rysujac na sferze o$mioscian
foremny (powstaje on przez trzy prostopadle ciecia). Dla spelnienia warunku 2
rysunek ten, byé¢ moze, trzeba ,zagesci¢”. W tym celu wybierzmy jedna ze
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Scian o$mioscianu i zrzutujmy ja na plaszczyzne tak, aby otrzymac trojkat
prostoliniowy (na przyklad, stosujac rzut srodkowy). W otrzymanym trojkacie
narysujmy srodkowe, dzielac go na szesé mniejszych trojkatow (nazywamy

to podziatem barycentrycznym). Z kazdym z powstalych trojkatow mozemy
zrobié¢ to samo, i tak dalej wybrana liczbe razy. Nastepnie otrzymang siatke
umiesémy z powrotem na sferze. Przypomnijmy, ze jest ona pokryta przez
pewna liczbe platow; jesli podzial bedzie dostatecznie drobny (czyli podziatu
barycentrycznego dokonamy dostatecznie wiele razy), kazdy z drobnych
trojkacikow bedzie si¢ miescit w ktoryms z platow.

Na potrzeby ostatniego z warunkéw pozostaje ,wyprostowaé¢ krawedzie”.
Wybierzmy dowolna krawedz; lezy ona w jednym z platéw i w odpowiedniej
mapie jest pewna krzywa tgczaca obrazy wierzchotkow. Wystarczy zastapi¢ te
krzywa przez odcinek laczacy te same punkty. Czytelnik Czujny moze tutaj
zrobié¢ zastrzezenie: wybrana krawedz potencjalnie lezy w wiecej niz jednym
placie, wiec mogtoby sie okazaé¢, ze krawedz wyprostowana w jednej mapie
okaze sie krzywa w innej. Tak jednak nie jest — uzasadnienie opiera sie na
stwierdzeniu, ze ztozenie dwoch izometrii jest izometria, a izometrie ptaszczyzny
przeksztalcaja odcinki na odcinki.

Dla tak skonstruowanego wielo$cianu obliczymy teraz charakterystyke Eulera.
Zbadajmy w tym celu sume wszystkich katow wewnetrznych w Scianach —
rozumiemy przez to, oczywiscie, katy w trojkatach prostoliniowych powstalych
po zmapowaniu $cian. Suma katow przy kazdym wierzcholtku to 27, a wiec
razem otrzymujemy V - 2w. Z drugiej strony, suma katéw wewnetrznych kazdego
z trojkatow wynosi 7 (to wlasnie tutaj korzystamy z zalozenia plaskosci!), wiec
tacznie dostajemy F - m. Z przyréwnania tych dwoéch wielkosci wynika rownosé
V= %F . Jesli ponadto wezmiemy pod uwage, ze kazda $ciana ma trzy krawedzie,
a kazda krawedz rozdziela dwie $ciany, to otrzymamy F = %F . W rezultacie
obliczamy charakterystyke Eulera

1
V—E+F=§F—2F+F=O.

Otrzymana sprzeczno$é¢ z twierdzeniem Eulera dowodzi, ze nawet zdeformowana
sfera nie moze by¢ ptaska.

Jesli przeanalizowaé¢ powyzszy dowod doktadniej, to okaze sie, ze kazda

plaska powierzchnia zamknieta ma charakterystyke Eulera réwna zeru. Przez
powierzchnie zamkniets rozumiemy ograniczona (a wiec nie plaszczyzne) i bez
brzegu (co wyklucza powierzchnie boczng walca). Zamiast sfery mozemy wiec

z tym samym skutkiem rozwaza¢ dwuprecel (o charakterystyce —2) lub inny
wieloprecel (charakterystyka precla o n dziurach to —2(n — 1)), ale juz nie torus.
Rzeczywiscie, charakterystyka Eulera torusa wynosi 0, a wiec nasze rozumowanie
nie prowadzi do sprzecznosci. To nie jest przypadek! Jesli Czytelnik konstruowat
kiedy$ torus z kartki papieru poprzez sklejenie odpowiednich bokéw (jak na
rysunku 4), to zauwazyl, ze o ile jedna pare bokéw mozna sklei¢ bez trudu,

to sklejenie drugiej bez zalamania kartki jest juz niemozliwe. Okazuje sie, ze

w przestrzeni czterowymiarowej kartke da sie zgia¢ i sklei¢, otrzymujac w ten
sposob ptlaski torus, ale to zupelnie inna historia. . .
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