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Niech r;, p; 1 S; oznaczaja dla
i =1,2,3,4 odpowiednio promienie
okregéw wpisanych, obwody i pola

powstalych czterech trojkatow. Wiemy, ze
wowczas dla kazdego i zachodzi réwnosé

S = %r,pi. W takim razie
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Czy kazdy problem da sie rozwigzac?
Wojciech CZERWINSKI

Czy kazdy problem da sie rozwiazaé¢? Pesymisci odpowiedza, ze nie — zycie nie
jest tatwe. A optymisci? By¢ moze niektorzy powiedza, ze przy odpowiednim
podejsciu tak. Nie bedziemy jednak z nimi dyskutowaé, bo Czytelnicy Delty
dobrze wiedza, ze nie chodzi nam tutaj przeciez o zyciowe problemy. Trzeba
wiec sprecyzowaé pytanie: co uwazamy za problem i czym miatoby by¢ jego
rozwiazanie?

Przyjrzymy sie najpierw kilku przyktadom probleméw, ktérymi bedziemy sie
zajmowac.

1. Dana jest liczba naturalna, czy jest to liczba pierwsza?

2. Dana jest liczba naturalna, oblicz jej kwadrat.

3. Dane jest stowo, czy jest ono palindromem (palindrom to stowo, ktére brzmi
tak samo czytane od tylu, np. kajak)?

4. Dane jest stlowo, oblicz, ile ma roznych liter.

5. Dana jest liczba rzeczywista, oblicz jej pierwiastek.

6. Dany jest graf, czy z kazdego wierzchotka da si¢ przej$¢ do kazdego?

Juz na tych przyktadach mozemy zauwazy¢, ze nasze problemy sa réznorakich
rodzajow. Jedne domagaja si¢ jedynie odpowiedzi TAK lub NIE, inne natomiast
chca, zeby podaé¢ im jakis bardziej skomplikowany obiekt, czesto liczbe.
Pierwszy rodzaj probleméw bedziemy nazywaé problemami decyzyjnymsa, a drugi
problemami obliczeniowymi. Wéréd naszych przykladéw problemy decyzyjne
maja numery 1, 3 i 6, a problemy obliczeniowe 2, 4 i 5. Skupimy sie gltéwnie na
problemach decyzyjnych.

Czym jednak ma by¢ rozwigzanie takiego problemu? Domyslni Czytelnicy
pewnie juz wiedza: oczekiwanym rozwiazaniem jest program, ktory wezytuje
wejscie, np. liczbe naturalna, a na koncu swojego dzialania zwraca odpowiedz
TAK lub NIE. Czy wiec kazdy problem da sie rozwiaza¢? Okazuje sie, ze nie!

Najprostszy argument za tym, ze istotnie nie kazdy problem mozna rozwiazac,
jest taki, ze mozliwych problemow jest wiecej niz mozliwych rozwiazan (czyli
programo6w). To stwierdzenie moze nam sie wydaé dziwne, przeciez zaréwno
problemoéw, jak i programow jest nieskoriczenie wiele. Czy mozemy w ogole
mowicé, ze jedna nieskonczonosé jest wieksza niz druga i co by to miato znaczy¢?
Mozemy! Zeby to zrozumieé¢, musimy zaglebié¢ sie troche w teorie mocy,
dziedzine matematyki, ktora zajmuje sie wielko$ciami zbiorow. A teoria, ktora
zobaczymy, sama w sobie jest niezwykle ciekawa.

Roéwnolicznosé

Dla dwoch zbioréow skoriczonych A i B intuicyjnie moéwimy, ze sa rownoliczne,
jesli po prostu wielko$é jednego jest rowna wielkosci drugiego. Mozna jednak
powiedzie¢, ze A i B sa réwnoliczne, jesli elementy A i elementy B da sie
polaczyé w pary: w kazdej parze jeden element z A i jeden z B, tak, zeby
wszystkie elementy trafity do ktorejs pary, ale zaden nie trafil do dwoch par.
Okazuje sie, ze ta druga definicja jest wlasciwym spojrzeniem na sprawe

i bardzo dobrze zachowuje sie rowniez dla zbioréw nieskoiiczonych. Spojrzmy
teraz na kilka przyktadow nieskoriczonych zbioréw réownolicznych. Czy

zbior liczb catkowitych dodatnich A = {1,2,3,...} i zbior liczb catkowitych
wiekszych od dziesieciu B = {11,12,13,...} sa rownoliczne? Tak, latwo
zobaczy¢, ze mozna elementy obu zbioréw poustawia¢ w nieskonczenie wiele
par: (1,11),(2,12),(3,13),.... To juz moze nam sie wyda¢ dziwne, przeciez
zbior {11,12,13,...} powstal przez usuniecie ze zbioru {1,2,3,...} dziesieciu
liczb: 1,2,...,10, jak wiec moze by¢ rownoliczny? Moze — taka jest nasza
definicja, musimy po prostu pozegnac si¢ z intuicja wzieta ze skonczonych
zbioréw, ze jesli usuwamy cos ze zbioru, to staje sie on istotnie mniejszy.
Teraz bedg sie dzialy rzeczy jeszcze dziwniejsze. Czy zbior dodatnich liczb
catkowitych A = {1,2,3,...} jest réwnoliczny ze zbiorem dodatnich liczb
parzystych B = {2,4,6,...}? Nietrudno zauwazy¢, ze tak, polaczenie w pary
wyglada nastepujaco: (1,2),(2,4),(3,6),..., kazda liczba ze zbioru A jest w parze
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W ogodlnosci ta sama liczba moze mieé
dwa rézne rozwiniecia dziesietne, np.
0,4999... =0,5000.. ., jednak nie jest to
mozliwe wéroéd rozwinieé¢ zawierajacych
jedynie zera i jedynki.

z dwa razy wieksza liczbg ze zbioru B. Mozemy teraz dokonaé¢ obserwacji,
dzieki ktorej pézniej tatwiej bedzie nam sprawdzaé, czy pewien zbior S jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N (zaktadamy tu, ze 0 tez jest liczba
naturalna). Zauwazmy mianowicie, ze nieskoriczony zbior S jest rownoliczny z N
wtedy i tylko wtedy, gdy da sie ustawi¢ elementy S w nieskonczony ciag. Po
pierwsze, jesli istotnie S jest réwnoliczny z N, to ustawienie w nieskoniczony
ciag jest tatwe: najpierw stoi element bedacy w parze z 0, potem element
bedacy w parze z 1, potem element bedacy w parze z 2 itd. Z drugiej strony
jesli umiemy ustawié¢ elementy S w nieskoiiczony ciag, to mozemy potaczy¢ je
w pary w elementami N: pierwszy element ciagu bedzie w parze z 0, drugi bedzie
w parze z 1, a ogblnie k-ty element ciagu bedzie w parze z liczba naturalna k£ — 1.

Zastandéwmy sie teraz, czy zbior liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem
wszystkich liczb catkowitych Z. Nietrudno zobaczy¢, ze tak, elementy zbioru
liczb caltkowitych da sie ustawi¢ w nieskoniczony ciag, na przyklad w taki sposob:
-1,0,-2,1,-3,2,-4,3, 5,4, —6,5, —7,6, —8,7, —9,8, 10,9, =11, 10, —12, 11, 13,12, — 14, 13, . ..
na miejscach nieparzystych bedziemy ustawiaé¢ coraz wieksze liczby nieujemne,
a na miejscach parzystych coraz mniejsze liczby ujemne. Pokazemy teraz nawet
wiecej: ze zbior dodatnich liczb wymiernych Q. jest rownoliczny ze zbiorem
liczb naturalnych. To wyglada bardzo dziwnie, bo przeciez liczb wymiernych
wydaje sie duzo wiecej, przyjrzyjmy sie jednak konstrukecji. Wyobrazmy sobie
nieskoniczong tablice ulamkoéow, gdzie w k-tej kolumnie i n-tym wierszu od dotu
wpisujemy utamek % Pokazemy teraz, jak wszystkie elementy Q, ustawié

w nieskoriczony ciag. Bedziemy chodzié¢ po tablicy zygzakiem i dodawaé nowe
liczby wymierne do ciggu. Najpierw ustalmy trase przemarszu. Zaczniemy

z pola (1, 1), pojdziemy w prawo do (2,1) i po skosie do (1,2). Teraz w gore

do (1, 3) i po skosie przez (2,2) do (3,1). Teraz w prawo do (4,1) i po skosie
przez dwa pola do (1,4). W ten sposob kontynuujemy chodzenie po kolejnych
skosach coraz dalszych od pola (1,1). A jak tworzymy ciag? Jesli wchodzimy
na pewne pole i utamek przez nas zobaczony jest nowsa liczba (czasem moze

sie zdarzy¢, ze te liczbe juz widzieliSmy, np. % = %), to dodajemy go na koniec

i idziemy dalej. Czyli poczatkowe wartosci nieskoniczonego ciagu wygladaja
nastepujaco: 1/1 =1, 2/1 =2,1/2, 1/3 (2/2 nie ustawiamy, bo 2/2 =1=1/1

i ta liczba juz jest w ciagu), 3/1 = 3, 4/1, 3/2 itd. Nietrudno zauwazy¢, ze
wszystkie dodatnie liczby wymierne zostana kiedy$ dodane do ciagu, bo nasz
zygzak dojdzie w koncu do kazdego ulamka. Co wiecej, zadna liczba nie zostanie
przydzielona wiecej niz raz. PokazaliSmy wiec, ze liczby naturalne i dodatnie
liczby wymierne sa rownoliczne. Niewiele wiecej wysitku potrzeba, zeby pokazac,
ze zbior wszystkich liczb wymiernych jest rowniez réwnoliczny z N (Czytelnikow
Ambitnych zachecamy do samodzielnego stworzenia odpowiedniego ciagu).

Metoda przekatniowa

Czyz wiec istnieja w ogole zbiory nieskoriczone, ktore nie sa rownoliczne z N?
Tak, i to jest trescia stynnej konstrukcji Georga Cantora, ktéry w roku 1891
wskazal pierwszy taki przykltad. Konstrukcja zwana jest przekgtniowq, zaraz
zobaczymy dlaczego. Metoda przekatniowa, czyli konstrukcje tego typu staty
sie standardem w matematyce, zreszta i w naszej historii jeszcze sie pojawia.
Pokazemy teraz, ze liczby rzeczywiste nie sa réwnoliczne z liczbami naturalnymi,
a konkretnie, ze nie da sie ustawié¢ ich w ciag. Wystarczy wykazaé, ze nawet
liczb rzeczywistych, ktore zaczynaja sie od 0 i maja rozwiniecia dziesietne po
przecinku zawierajace tylko zera i jedynki, nie da sie ustawi¢ w nieskonczonym
ciagu.

Przypusémy nie wprost, ze jednak da sie je ustawi¢ w ciag: r1,7r2,73,....
Przyjmijmy oznaczenie r;[j] na j-ta cyfre po przecinku w rozwinieciu
dziesietnym liczby r;. Skonstruujemy teraz liczbe r, ktora zawiera tylko zera

i jedynki po przecinku, ale nie wystepuje w ciagu, co doprowadzi do sprzecznosci.
Zaczynamy zerem przed przecinkiem, a jej i-ta cyfre po przecinku definiujemy
jako 1 — r;[i]. Innymi stowy, zapewniamy, ze i-ta cyfra r jest inna niz i-ta cyfra
liczby r;. Czy r moze wystepowa¢ w naszym ciagu? Powiedzmy, ze wystepuje,
na pewnej pozycji o numerze n. Czyli r = r,. Zaraz, ustaliliémy jednak, ze n-ta
cyfra r jest rozna od n-tej cyfry r,. Zatem r # r, i otrzymujemy sprzecznoscé

z zalozeniem, ze wszystkie liczby wystepuja w ciagu. WykazaliSmy wiec, ze
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Rozwigzanie zadania F 913.

Kulka, dzigki zapasowi energii
kinetycznej, bedzie wykonywata prace ¢V
przeciw silom pola elektrycznego

(q — tadunek kulki, V' — przebyta przez
nig roznica potencjatéw). Energia kulki
bedzie malata zgodnie ze wzorem

mv?/2 — muvl /2 = qV. Kulka dosiegnie
sfery, jezeli na jej powierzchni predkosé¢ vo
jest nieujemna. Dla granicznego
przypadku mamy vy = 0, wiec

mvf/? = qV, gdzie V — potencjal sfery
(przyjelismy, ze potencjal odleglego
punktu wystrzelenia kulki wynosi zero).
Korzystajac z tego, ze potencjal sfery
wyraza sie jako V = Q/4meg R, gdzie R to
promien sfery, otrzymamy

R = 2qQ/47r6(,mvf = 54 cm.

Jezeli sfera bedzie miala mniejszy
promieni, kulka do niej nie doleci.
Zatrzyma sie¢ w odleglosci 54 cm od
srodka sfery i poleci z powrotem.

zbiory liczb rzeczywistych R i naturalnych N nie sa rownoliczne. Tak naprawde
to wykazalismy, ze zbior N i zbidr nieskoriczonych ciagoéw zero-jedynkowych

nie sa réwnoliczne. A tak wlasciwie to wykazaliSmy nawet wiecej: ze zbior
nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych jest wiekszy niz N. Bo co oznacza,

ze nie mozna go ustawi¢ w nieskonczony ciag? To, ze jak bysmy nie wybrali
nieskonczonego ciagu nieskoriczonych ciagéw zero-jedynkowych, to ktores

ciagi zero-jedynkowe nie zostana wybrane. Jesli mamy N oséb i K krzesel

i jakkolwiek bysmy nie wybrali K osob, by siadly na krzestach, to pewne osoby
beda staé, to znaczy, ze N > K. Te intuicje ze skoriczonych zbiorow mozemy
przenie$é na zbiory nieskoriczone: nieskorniczonych ciggoéw zero-jedynkowych

(i liczb rzeczywistych tez) jest wiecej niz liczb naturalnych. Pozostaja tu pewne
ktopoty techniczne, jednak da sie je przezwyciezy¢ i pokazaé, ze z taka definicja
wiekszego zbioru wszystko jest w porzadku (pisaliSmy o tym w Delcie 2/2016
w artykule Czy trzeba dowodzié rzeczy oczywistych?).

Problem bez rozwigzania

Jak to wszystko wykorzysta¢ do pokazania, ze nie kazdy problem da sie
rozwigzaé¢? Zastanowmy sie najpierw, ile jest programow zapisanych za pomoca
skoriczonego alfabetu? Takich ustalonej dlugosci jest, oczywiscie, skonczenie
wiele. Nietrudno wiec zauwazy¢, ze wszystkie programy mozna ustawic

w nieskoriczony ciag: zaczynamy od najkrétszych, a dla tej samej dtugosci
ustawiamy alfabetycznie. A wiec programow jest tyle co liczb naturalnych. A ile
jest problemoéw? Skupmy si¢ na problemach decyzyjnych dla liczb naturalnych,
juz tych bedzie duzo. Zauwazmy, ze dla kazdego podzbioru liczb naturalnych

S C N mamy inny problem decyzyjny: ,,Czy dana liczba naturalna n nalezy

do zbioru S7” A zatem problemow jest przynajmniej tyle, co podzbioréw liczb
naturalnych. Zauwazmy jednak, ze mozna tatwo wskazaé¢ odpowiednio$¢ miedzy
nieskoniczonymi ciagami zero-jedynkowymi a podzbiorami liczb naturalnych.
Zbiorowi S C N odpowiada ciag, ktory ma jedynki dokltadnie na miejscach

o indeksach nalezacych do S, a zera w pozostalych miejscach. A zatem
problemoéw decyzyjnych jest przynajmniej tyle, co nieskoiiczonych ciagdéw
zero-jedynkowych, czyli wiecej niz liczb naturalnych, czyli wiecej niz programow.
Tym samym wykazaliSmy, ze nie dla kazdego problemu decyzyjnego istnieje
odpowiadajacy mu program!

Zastanoéwmy sie jednak chwile, czy to jest naprawde satysfakcjonujaca
odpowiedz. Powinny nas tak naprawde interesowaé¢ nie dowolne problemy, tylko
takie, ktore jesteSmy w stanie wyrazi¢. Wyrazi¢ w jakis rozsadny, skoriczony
sposob. Czyli wlasciwie tytulowe pytanie powinno brzmieé: ,czy kazdy opisany
w skoriczony sposob problem da sie rozwiaza¢?” Tu jednak wida¢ od razu
mankamenty naszej metody. Sensownie opisywalnych probleméw jest co
najwyzej tyle, ile skoniczonych opisoéw, wiec co najwyzej tyle, ile skoriczonych
tekstow. A skoriczone teksty, jak juz wezesniej mowilismy, dadzg sie ustawic

w nieskonczony ciag (coraz dtuzsze, a rownie dtugie alfabetycznie), wiec jest
ich tyle co liczb naturalnych. Czyli sensownie opisywalnych problemoéw i ich
potencjalnych rozwiazan (programow) jest tyle samo.

Czyzby to jednak oznaczalo, ze cale wcze$niejsze rozwazania przydaly nam

sie tylko do tego, zeby rozwiaza¢ glupio sformutowany problem? Bynajmnie;j!
Oprocz tego, ze poznalismy kawalek ciekawej teorii matematycznej, to uzyjemy
teraz opisanej wyzej metody przekatniowej, zeby rozwiazaé ten juz wlasciwie
sformulowany problem.

Nierozstrzygalnosé

Zdefiniujemy teraz pewna dziwng funkcje, ktora postuzy nam pdzniej do
dalszych konstrukeji. Zachecamy Czytelnikéw do tropienia podobienistw

z konstrukcja Cantora. Rozwazmy wszystkie programy, ktére na wejsciu
oczekuja liczby naturalnej i na wyjsciu zwracaja tez liczbe naturalna (zapewne
inng). Istnieje ustawienie takich programéw od najkrotszych do coraz diuzszych;
niech bedzie to ciag Py, P, Ps, . ... Zdefiniujmy funkcje F': N — N jako

F(n) =1+ P,(n), czyli 1 plus to, co n-ty program zwraca, gdy dostaje liczbe n.
Zastanoéwmy sie teraz, czy istnieje pewien program, ktory oblicza nasza funkcje,
czyli gdy dostanie liczbe k na wejsciu, to zwroci liczbe F(k). Zauwazmy, ze nie
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Zazwyczaj w Problemie Stopu pyta sie,
czy program P zatrzymuje si¢ dla
konkretnego wejscia, opisana wersja jest
jednak rownowazna, a nam wygodniej

z niej korzystac.

Q
)& o

Bajka o Gadajacym Neutrinie

Nigdy juz sie nie spotkamy — rzucitlo Neutrino do

jest to mozliwe. Przypusémy, ze pewien program P; oblicza funkcje F'. Wtedy
dla kazdego i € N mamy P;(i) = F(i). Z drugiej jednak strony z definicji funkeji F
otrzymujemy F(j) =1+ P;(j). A zatem P;(j) = F(j) = 1+ P;(j), sprzecznosc.
Juz tu widaé, ze pewnych sensownych probleméw nie da sie rozwiazaé, to znaczy
nie istnieje program, ktory oblicza funkcje F'. My szukamy jednak problemu
decyzyjnego, ktory nie ma rozwiazania, a obliczenie funkcji F' to problem
obliczeniowy.

O taki jednak nietrudno. Udowodnimy, ze stynny Problem Stopu jest
nierozstrzygalny, to znaczy, ze nie istnieje zaden program, ktory go rozwiazuje.
Problem ten jest nastepujacy: mamy dany program P, pytanie brzmi, czy

P zatrzymuje sie dla dowolnego wejscia, tzn. czy nie dziata przypadkiem

w nieskoniczono$é dla ktoregos z nich. Wréémy jednak na chwile do poprzedniego
rozwazanego zagadnienia: jak to — nie mozna obliczy¢ funkcji F'7 Jesli chcemy
obliczy¢ F(j), to wystarczy przeglada¢ programy od najkrotszych az w koricu
znajdziemy ten j-ty, czyli P;. Wtedy kazemy mu obliczyé¢ P;(j) i na koncu
dodamy 1. Cos tu nie gra, gdzie jest btad? Blad jest w zalozeniu, ze mozemy
znalez¢ j-ty program. Troche wynika on z tego, ze nie zdefiniowaliSmy porzadnie,
czym jest program. Nie kazdy przeciez tekst jest programem. Przyjmijmy wiec,
ze program to poprawny tekst w pewnym ustalonym jezyku programowania. To
mozna latwo sprawdzié¢, sa kompilatory réznych jezykéw programowania, ktore
sprawdzaja, czy dany tekst jest istotnie kodem programu w wybranym jezyku.
Wymagamy jednak jeszcze od programu, zeby zawsze sie koriczyl 1 zwracal jakas
liczbe. Istotnie: to wymaganie jest konieczne, zeby w ogoéle moéwié, iz program
definiuje jakas funkcje. I tu wlasnie jest haczyk. Gdyby$my umieli sprawdzac,
czy dany program zawsze si¢ koriczy, to umieliby$my zrealizowaé opisana wyzej
procedure obliczania funkcji F. Wiemy jednak, ze funkcja F' jest nieobliczalna,
wiec nie moze istnie¢ metoda sprawdzania, czy dany program sie zawsze konczy.

W ten sposob wykazaliSmy, ze problem stopu istotnie jest nierozstrzygalny.
Pierwszy zrobil to Alan Turing, jeden z pionieréw informatyki, w 1936 roku.
Przedstawiony dowdd jest jednak nieco inny, bardziej bezposrednio stosuje
metode przekatniows.

Probleméw nierozstrzygalnych jest wiele, problem stopu nie jest tu jakis
wyjatkowy. Nierozstrzygalne sa m.in. problem istnienia rozwiazan réwnarn
diofantycznych, obliczania ztozonosci Kolmogorowa (patrz Delta 8/2012,
artykul Niemozliwy skrdt), pytanie, czy da sie ulozy¢ nieskoriczona plaszczyzne
z ustalonego zbioru kolorowych kafelkow, tak by kolory do siebie pasowaly

i wiele, wiele innych. To jednak temat na zupelnie inng opowiesé.

Ale skoro tak, to nie moze mie¢ szybkosci Swiatla.
Neutrino miato to w nosie. To znaczy, nosa nie mialo,
ale to tez mialo w nosie.

Kwantu wyjatkowo twardego promieniowania gamma

— 1 od razu ucieklo ze Stonca. Osiem minut pozniej
przelecialo na wskros$ jadro Ziemi i $piacego Autora tej
bajki i pomknelo dalej w kierunku granic Galaktyki.
Kwant nie odpowiedzial, zajety przeciskaniem sie przez
potworny ttok czastek sttamszonych w srodku Storica.
Dopiero za tysiac lat mial szanse wydostaé¢ sie na
powierzchnie chromosfery, ostabiony, pozotkly, oklapty
i wygladajacy jak — za przeproszeniem — Foton. Ale

Moze Cie dziwi¢, dlaczego zawracam Ci gtowe losami
Neutrina. Zastanow sie chwile. Co sekunde przez kazdy
centymetr kwadratowy przekroju Twojego ciata przenika
70 000 000 000 neutrin. Predzej czy pozniej ktos odkryje,
jak je wykorzysta¢ w praktyce. A zaraz potem powiedza
Ci, ze masz od tego ptaci¢ podatki. Wcale nie zartuje —
z elektrycznoscia to jak bylo?

wtedy to juz szukaj wiatru w polu.

Neutrino za$ gnato przed siebie z szybkoscia swiatla.

W tym samym czasie naukowcy klocili sie, czy Neutrino
oprécz nazwy i odrobiny energii ma cokolwiek jeszcze.
Nawet przyznali sobie Nagrode Nobla za odkrycie, ze
Neutrino potrafi oscylowaé¢, wiec mase mie¢ musi.
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Co prawda, na Storicu neutrina i kwanty gamma
powstaja razem w ekstremalnych warunkach, ale
na Ziemi latwiej o neutrina z rozpadu atoméw potasu.
Dlatego jezeli ktos zapyta Cie, co to jest — male,
czerwone, okragle i emituje neutrina — odpowiedz §miato:
Pomidor.

Krzysztof KICIAK



