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Rys. 1. Kolorowy prostopadtoscian i szary

klocek przebity prosta.

on

e

on

Rys. 2. Na czarno oznaczono usuniety

kwadrat jednostkowy.
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Zadanie 1 pochodzi z XI Olimpiady

Matematycznej Gimnazjalistow, zadanie 3
z Ligi 44 (nr 409), a zadanie 5 z L. OM.

Budowle z klockéw Joanna JASZUNSKA

Wiele zadan przestrzennych tatwiej rozwiazac¢, gdy najpierw zbada sie
analogiczny problem ptlaski. Taki dwuwymiarowy odpowiednik czasem sam si¢
narzuca, a czasem jego sformutowanie wymaga pewnej pomystowosci. Ponizej
prezentujemy przyktady zadan o przestrzennych klockach, na rézne sposoby
Splaszczane”.

1. Czy z prostopadlosciennych klockow o wymiarach 2 x 3 x 3 mozna ultozy¢
prostopadloscian o wymiarach 8 x 8 x 97

2. 7 kostek domina o wymiarach 2 x 1 utozono szachownice 6 x 6. Wykaz, ze
istnieje taka prosta rownoleglta do jednego z bokéw szachownicy i przechodzaca
przez jej wnetrze, ktéra nie rozcina zadnej z kostek domina.

3. Z klockéw o wymiarach 2 x 2 x 1 zbudowano szescian 20 x 20 x 20. Wykaz, ze
istnieje taka prosta rownoleglta do jednej z krawedzi szeScianu i przechodzaca
przez jego wnetrze, ktora nie przecina wnetrza zadnego z klockow.

4. Udowodnij, ze po usunieciu z kwadratu o krawedzi 2" dowolnego sposérod
(2™)? tworzacych go kwadratéw jednostkowych powstaje figura, ktora daje
sie szczelnie wypelnié klockami B], zbudowanymi z trzech kwadratow
jednostkowych.

5. Klockiem nazwiemy bryte otrzymana przez usuniecie z szeScianu o krawedzi 2
jednego sposrod osmiu szescianéow jednostkowych, z ktorych jest on zbudowany.
Udowodnij, ze po usunieciu z szeécianu o krawedzi 2" dowolnego sposrod (27)3

tworzacych go sze$cianéw jednostkowych powstaje bryta, ktoéra daje sie szczelnie
wypetnié¢ klockami.

Rozwiazania niektoérych zadan

R1. Przyda sie tu ,splaszczenie” polegajace na spojrzeniu na Sciane 8 X 8
prostopadloscianu 8 x 8 x 9. Gdyby dalo sie zbudowaé¢ go z opisanych w zadaniu
klockéw, Sciana ta bylaby zbudowana z prostokatéw o wymiarach 2 x 3 oraz

3 x 3. Jednak to jest niemozliwe, gdyz figura ztozona z takich prostokatow ma
pole podzielne przez 3, a tymczasem Sciana 8 X 8 ma pole rowne 64. [

R3. Prostych réownolegtych do pewnej krawedzi szescianu, przechodzacych
przez jego wnetrze i biegnacych wzdtuz linii podziatu na kostki jednostkowe
jest po 19-19 w kazdym z trzech kierunkéw, a wiec tacznie 3-361 = 1083.

Zatozmy, ze ktoras z nich przebija nieparzysta liczbe klockow. Rozwazmy
prostopadloscian wyznaczony, w sposob przedstawiony na rysunku 1, przez
te prosta i dowolna réwnolegla do niej krawedz szescianu. Wéwcezas objetosé
tego prostopadto$cianu bytaby nieparzysta, bo zawieralby on po jednej kostce
jednostkowej z kazdego z przebitych klockéw, a pozostate klocki w calosci lub
po polowie. Liczba ta jest jednak jednoczesnie wielokrotnoscia 20 (z uwagi

na rozmiar szescianu), co jest niemozliwe.

Zauwazmy, ze kazdy klocek 2 x 2 x 1 moze byé przebity przez najwyzej jedna,

z rozwazanych prostych. Gdyby kazda z nich przebijata co najmniej dwa klocki,
to lacznie przebijatyby one co najmniej 2-1083 = 2166 klockéw. To takze jest
niemozliwe, gdyz klockow jest tacznie 20-20-20/4 = 2000. Wobec tego ktoras

z rozwazanych prostych nie przechodzi przez zaden klocek. [

RA4. Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny. Dla n = 1 teza jest prawdziwa:
rozwazana figura jest pojedynczym klockiem. Zalézmy, ze teza zachodzi dla
pewnego n. Niech K bedzie kwadratem o krawedzi 2", z ktérego usuwamy
jedno pole. Podzielmy K na cztery przystajace mniejsze kwadraty o krawedzi 27,
jeden z nich zawiera usuniete pole. Umie$émy pojedynczy klocek na $§rodku
kwadratu K w sposob przedstawiony na rysunku 2. Wowczas na mocy zalozenia
indukcyjnego kazdy z czterech mniejszych kwadratéw bez jednego pola da sie
szczelnie wypetnié klockami, co konczy dowod. [
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