Roéwnania algebraiczne

Rownania algebraiczne, czyli takie, ktére mozna zapisaé, przyréwnujac
wielomian do zera, intrygowaly ludzi od bardzo dawna. Rozwiazywaniem réwnar
zajmowano sie juz w czasach starozytnych. W szkole ucza nas, jak rozwiazywac

rownania liniowe i kwadratowe, to jest takie, w ktorych wystepuje funkcja
liniowa (wielomian stopnia pierwszego) albo funkcja kwadratowa (wielomian
stopnia drugiego). Matematycy wloscy podali w XVI wieku wzory na pierwiastki
rownan stopnia trzeciego i czwartego. A co z réwnaniami wyzszych stopni?

Odpowiedz przyszta dopiero w interesujacych nas czasach, tj. na poczatku
XIX wieku. Prace Ruffiniego (1765-1822), Abela (1802-1829), Galois
(1811-1832) wyjasnily te sprawe do korica.

Uznajemy, ze rozwiazaliémy réwnanie algebraiczne,
jezeli jego pierwiastki potrafimy wyrazi¢ — podobnie
jak w przypadku réwnania kwadratowego — przez
wspo6tezynniki rownania za pomoca czterech dziatan
algebraicznych i operacji wyciagania pierwiastkow (by¢
moze wysokiego stopnia). Jesli pierwiastki rownania

Najpierw zauwazmy, ze pierwiastkiem tego réwnania jest
liczba —1. Wielomian z° — 9z% + 162 + 1622 — 92 + 1

dzielimy wiec przez dwumian = + 1, otrzymujac

x* — 1023 + 2622 — 102 + 1. Obie strony réwnania

x* — 1023 + 2622 — 10z + 1 = 0 dzielimy teraz przez z2

otrzymujac rownowazne réwnanie

potrafimy wyrazi¢ w taki sposob, to moéwimy, ze 1

réwnanie mozna rozwiaza¢ przez pierwiastniki.

Paolo Ruffini podal w roku 1799 dowod (niestety,
niescisty) twierdzenia mowiacego o tym, ze ogolnego
réwnania stopnia piatego nie mozna rozwigzaé przez
pierwiastniki. Wynika stad, ze nie mozna rozwiazaé
przez pierwiastniki ogélnego rownania dowolnego stopnia
n > 5. Dokladny dowdd twierdzenia o nierozwiazalnosci
przez pierwiastniki réwnari stopni n > 5 podal w roku
1824 Niels Henrik Abel. Twierdzenie to nie glosi, ze
zadnego réwnania stopnia piatego albo wyzszego nie

mozna rozwiazac.

Oczywiscie, potrafimy podaé¢ réwnania, ktore
mozna rozwiazac¢, np. rOwnanie stopnia piatego
x(x? — 1)(2? — 4) = 0 rozwiazemy bez trudu. Troche
wiecej wysitku wlozymy w rozwigzywanie réwnania
z® — 9z* + 162° + 162° —

(1)

Cialem liczbowym nazywamy taki zbior
liczb, w ktéorym wykonalne sg dziatania
dodawania, odejmowania, mnozenia

i dzielenia liczb (nie dzielimy przez 0!).
Przykladami cial sg zbiory liczb
wymiernych, rzeczywistych, zespolonych,
zbiér liczb postaci

a+ bV2 (a, b wymierne),
zbiér liczb postaci
a+bv2+ 0\4/5 (a, b, ¢ wymierne).

Automorfizmem ciala K nazywamy
przeksztalcenie o réznowartosciowe K
na K spelniajace warunki:

o(a+b) =o(a) + o(b)
io(a-b)=oc(a)-o(b)
dla dowolnych a,b € K.
Grupa nazywamy zbiér G, w ktérym
okreslone jest dziatanie o spelniajace

warunki:
ao(boc)=(aob)oc

dla dowolnych a, b, c € G;

istnieje element e € G spelniajacy

aoe=eoa=a dla kazdego a € G;

dla kazdego a € G istnieje taki a’ € G, ze

aoa':a’oa:e.
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2? =10z 426 —10- = + — = 0.
X X

(2)
Przyjmijmy teraz

(3)
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t=x+ —,
x
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wiec t? =22 4+2+ —5» zatem nasze ro6wnanie przyjmie
T

postaé t2 — 2 — 10t + 26 = 0, a wiec t? — 10t + 24 = 0.
Pierwiastkami tego rownania kwadratowego sa liczby 4
i 6. Podstawiajac te wartosci do (3) dostajemy

1 1
z+—=4lubx+ — =6.
T T

Stad mamy réwnania kwadratowe 22 — 4z + 1 = 01
2?2 — 62 + 1 = 0, ktérych pierwiastkami sa odpowiednio
liczby 2 + \/§, 2 — \/5, 3+ 2\@, 3 — 2v/2. Ostatecznie wiec

92 +1=0. pierwiastkami rownania (1) sa wtasnie te liczby i —1.

Istnieja jednak takie réwnania, ktéorych nie mozna rozwiazaé przez pierwiastniki,
np. réwnanie 2° — 6z + 3 = 0.

Rozwazmy funkcje f(z) = 2° — 6x + 3 okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych.
Jest to funkcja ciaglta i f(—2) < 0, f(=1) > 0, f(1) < 0, f(2) > 0. Wynika
stad, ze funkcja f ma swoje miejsca zerowe w przedziatach (—2,—1), (—1,1)

i (1,2). Mozna wykazac, ze wiecej miejsc zerowych nie ma. Wobec tego rownanie
2% — 62 + 3 = 0 ma trzy pierwiastki rzeczywiste lezace w przedziatach (-2, —1),
(=1,1) i (1,2) oraz dwa pierwiastki zespolone sprzezone. Zadna z tych pieciu
liczb nie wyraza si¢ przez pierwiastniki.

Odpowiedz na pytanie, kiedy pierwiastki danego rownania wyrazaja sie przez
pierwiastniki, zawarl w swoich pracach Evariste Galois. Jako kilkunastoletni
mlodzieniec wystal te prace do Akademii Francuskiej, gdzie nie znalazly one
zrozumienia. Dopiero wiele lat po tragicznej $mierci Galois (zginal w pojedynku)
zrozumiano i doceniono jego osiagniecia.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie o rozwigzalnosé konkretnego rownania, nalezatoby
rozwazy¢ najmniejsze ciato liczbowe, ktore zawiera wszystkie pierwiastki tego
rownania; tzw. cialo rozkltadu wielomianu wyznaczajacego to rownanie. No,
ale gdyby$my znali te pierwiastki, to znaczyloby, ze potrafiliSmy je obliczyé¢,
czyli rozwiazaé¢ rownanie. Genialny pomys! Galois polega na tym, ze zamiast
rozwazac to cialo rozkladu wielomianu, bada si¢ grupe przeksztatcen tego ciala,
zwanych automorfizmami. Zasadnicze twierdzenie teorii Galois orzeka, ze dane
rOwnanie mozna rozwiaza¢ przez pierwiastniki, jesli grupa automorfizméw ma
pewna wilasnos¢ — jest grupa rozwiazalna.
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