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Dziatanie dla czastki swobodnej
odpowiada polu pod krzywa wykresu
energii kinetycznej %va. Jesli czastka
porusza sie w polu sily o energii
potencjalnej V, energi¢ kinetyczng nalezy
zastapi¢ wyrazeniem 1mov? — V.
Wyrazenie to, bedace réznicy energii
kinetycznej i potencjalnej, nosi nazwe
lagranzjanu od nazwiska Josepha Louisa
Lagrange’a, natomiast sume energii
kinetycznej i potencjalnej nazywa si¢
hamiltonianem od nazwiska Williama
Rowana Hamiltona. Hamiltonian moze
byé wiec interpretowany jako catkowita
energia ukladu (tak rozumianej energii
dotyczy twierdzenie Noether, o ktérym
mowa na stronie 11).

Pojecia takie jak lagranzjan czy
hamiltonian maja swoje odpowiedniki

w mechanice kwantowej, teorii grawitacji
czy kwantowej teorii pola opisujacej
oddzialywania czastek elementarnych.
Klasyczna mechanika analityczna,

w ktorej lagranzjan i hamiltonian
pojawily sie po raz pierwszy jako funkcje,
za pomoca ktérych mozna zakodowadé
cala informacje o ewolucji uktadu
mechanicznego, stanowi swoisty wzorzec
budowania teorii fizycznej, ktory byt
poézniej rozwijany i stosowany do opisu
innych zjawisk.

Klasyczny przyktad zastosowania
rachunku wariacyjnego to problem
znalezienia ksztaltu, ktory przybierze
tanicuch powieszony za korice na dwoch
stupkach. Zeby go rozwiazac, nalezy
znalez¢ ksztalt, dla ktérego suma
wkladéw do energii potencjalnej od
wszystkich ogniw taricucha bedzie
minimalna. Warunek na znikanie wariacji
calkowitej energii potencjalnej daje sig
przetlumaczy¢ na proste réwnanie
réozniczkowe opisujace krzywa, wzdiuz
ktorej utozy sie tancuch.

Mechanika klasyczna opisuje dynamike zaréwno matych uktadéw mechanicznych
zbudowanych z ciezarkow, dzwigni i sprezynek, jak i calego Uktadu Stonecznego,

za pomoca kilku praw sformutowanych pierwszy raz przez Newtona pod koniec

XVII wieku. Caly XVIII wiek to intensywny rozwéj metod matematycznych
inspirowanych mechanika Newtona, pozwalajacych na coraz prostszy opis mechaniki

i coraz efektywniejsze metody rozwiazywania rownan opisujacych uklady mechaniczne.
Sukces mechaniki klasycznej sprawil, ze na poczatku XIX wieku niektorzy, jak
cytowany na poprzedniej stronie Laplace, uwierzyli, ze caly $wiat da sie opisaé¢
prostymi, deterministycznymi prawami.

Niezwykle waznym, dlatego ze wielokrotnie p6zniej stosowanym w innych teoriach,
schematem pojeciowym okazala sie zasada stacjonarnego dziatania (znana takze
jako zasada nagmniejszego dziatania). Wspolczesnie uzywane w mechanice klasycznej
sformutowanie tej zasady podat William Rowan Hamilton w 1834 roku, opierajac

sie na wynikach Fermata, Maupertuis, Eulera i Lagrange’a. Zasada ta méwi, ze

dla uktadu mechanicznego o pewnym okreslonym stanie poczatkowym i koicowym
(np. poczatkowe i konicowe polozenia czastki) sposrod wszystkich mozliwych ruchow
przeprowadzajacych stan poczatkowy w koncowy zostanie wybrany ten, dla ktérego
pewna funkcja zwana dziataniem jest stacjonarna. Stacjonarno$é¢ oznacza, ze przy
niewielkim odchyleniu od wyréznionej trajektorii ruchu warto$é dziatania praktycznie
sie nie zmienia. Taka sytuacja ma miejsce m.in. wtedy, gdy dziatanie przyjmuje dla tej
trajektorii warto$é¢ ekstremalna (minimalna lub maksymalna).

Ale czym wtasciwie jest dziatanie? Ogolna definicja, odwolujaca sie do analizy
matematycznej, znacznie upraszcza sie¢ dla czastki swobodnej o masie m. W tym
przypadku wystarczy rozwazy¢ energie kinetyczna tej czastki, %mvz, gdzie v jest
predkoscia czastki, i zsumowaé¢ — a w zasadzie scatkowaé — te energie po wszystkich
chwilach ruchu, powiedzmy od ¢t = 0 dot = T, gdy czastka przebywa odleglosé¢ d.
Okazuje sie, ze minimalnej wartosci dziatania S odpowiada w tym przypadku ruch po
prostej ze stala predkoscia. Latwo podaé proste przykltady ilustrujace ten wynik. Jesli
czastka porusza sie ze stala predkoscia, ale nie po linii prostej, to jej tor jest wowczas
dtuzszy, musi poruszaé sie zatem z wicksza predkoscia, a to zwicksza wartos¢ dziatania.
Rozwazmy wiec ruch po prostej, ale ze zmienna predkoscia: v1 w pierwszej polowie
czasu trwania ruchu i v w drugiej. Wowczas d = % -v1 + % - v, skad wynika
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i S przyjmuje warto$¢ minimalng dla v; = % = vo.

Takie sformutowanie praw mechaniki budzito pewien niepokdj, poniewaz nasuwalo sie
naturalne pytanie, czy czastka ,wybierajac” trajektorie w jakiejs chwili musi ,zna¢”
swoja dalsza trajektorie az do chwili konczacej jej ruch w przyszlosci? Niepokoj

ten byl nieuzasadniony, poniewaz wyprowadzane z zasady stacjonarnego dziatania
roéwnania ruchu byly lokalne, czyli zmiana pedu czastki w danej chwili czasu byta
rowna dzialajacej na nig sile zaleznej od potozenia i predkosci tylko w tej chwili.
Otrzymywano wiec opis réwnowazny opisowi za pomoca zasad dynamiki Newtona.
Rozwiniety wtasnie w celu wyprowadzania réwnan ruchu z zasady stacjonarnego
dziatania rachunek wariacyjny znajduje zastosowanie w wielu innych teoriach.

Spektakularnym przykladem jego zastosowania byly wydarzenia z korica 1915 roku,
kiedy David Hilbert wyprowadzit $wiezo odkryte przez Einsteina rownania ogolnej
teorii wzglednosci z zasady wariacyjnej (odpowiednio dla tej teorii sformutowanej),
czym zrobil ogromne wrazenie na Einsteinie, ktory doszedl do tych réwnan zupelnie
inng droga. Po tych wydarzeniach Einstein w swojej pracy naukowej regularnie
wykorzystywal rachunek wariacyjny.

W mechanice klasycznej wariacjg krzywej nazwano niewielkie zaburzenie tej krzywej,
natomiast wariacja dzialania nazwano réznice wartosci dziatania dla krzywej
zaburzonej i niezaburzonej. Zasada stacjonarnego dziatania wyroéznia te trajektorie, dla
ktorych wariacja dziatania znika. Mozna sie byto zastanawiaé, dlaczego akurat takie
trajektorie sa wybierane przez nature, ale nie dalo sie na to odpowiedzie¢ na gruncie
mechaniki klasycznej. Znacznie p6zniej Dirac i Feynman podali wyja$nienie oparte na
mechanice kwantowej, ale to juz temat na zupelnie inna opowiesé.
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