Dokladniej: ten podejrzany aksjomat
brzmial nastepujaco.

Jesli dwie proste na ptaszczyzinie tworzq
z trzeciq katy jednostronne wewnetrzne
o sumie mniejszej od dwdch kqtow
prostych, to proste te, po przedtuzeniu,
przetng sie i to z tej wtasnie strony.
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Po polsku tytut pracy Saccheriego to
Euklides ze wszystkich pigtn
oswobodzony.

Lobaczewski zostal usuniety

ze stanowiska rektora uniwersytetu

w Kazaniu i pozbawiony prawa
wykladania, Bolyai za§ skutkiem
nieprzychylnych opinii zostal wpedzony
w $miertelng depresje.

Riemann uznal, Ze geometrie dziejg si¢

w obiektach powstalych z pozlepiania
kawaltkow zwyklej przestrzeni (tak jak
zszywa si¢ z latek kozuchy czy torebki) —
dzi$ nosza one nazwe rozmaitosci. Na nich
okresla sie odleglosé¢ tak, by owo zlepianie
nie powodowalo powstawania osobliwosci.

Wyktlad Riemanna nosit tytutl

O hipotezach lezgcych u podstaw
geometrii. Helmholtz, chcac podkreslié, ze
stanowil on inspiracje jego rozwazan,
opublikowal swoja prace pod tytulem

O faktach lezgcych u podstaw geometrii.

Praca Markowa mowi, ze nie istnieje
algorytm, ktory dla danych dwoch
rozmaitosci o wymiarze wiekszym od
trzech orzeka, czy sa one jednakowo
zbudowane (homeomorficzne).

Inne $wiaty, inne geometrie

Geometrie szkolng nazywamy euklidesowa, bo jej pierwsze aksjomaty zostaly
podane w Elementach Euklidesa (okoto —300). Wsrod nich wyrdzniat sie
aksjomat moéwiacy o tym, ze na plaszczyznie przez punkt poza prosta mozna
poprowadzi¢ tylko jedna prosta z nig roztaczna. Zasugerowana przez Proklosa
(V wiek) mozliwos¢ wyprowadzenia tego aksjomatu z pozostalych przez nastepne
1300 lat draznita ambicje praktycznie wszystkich matematykéw, co owocowalo
dowodami btednymi (bo opartymi na przestankach, ktore same nie mialy
dowodow).

Sytuacja zmienila sie, gdy Girolamo Saccheri opublikowal Fuclides ab omni
nevo vindicatus (1733), gdzie badal geometrie bez podejrzanego aksjomatu,
uzyskujac szereg twierdzeri, w ktorych w bardzo watpliwy sposéb doszukiwat
sie sprzecznosci. Wtedy na arene wkroczyli filozofowie zaniepokojeni, bo
dopuszczenie (chocby na probe) roznych (i sprzecznych!) opiséw przestrzeni
wydato im sie niedopuszczalne, gdyz przestrzen jest areng Swiata, a ten jest
tylko jeden. Zwlaszcza rozwazania Immanuela Kanta o réznym charakterze
naszych sadow (Krytyka czystego rozumu) kazaly tego rodzaju badania uznac
za wykraczajace poza obreb dajacej sie zaakceptowaé nauki.

Reakcja matematykéw byla rozna. Johann Heinrich Lambert, zajawszy sie taka
alternatywna geometria, uzyskat tak wiele zaskakujaco pieknych rezultatow
(Teoria réwnolegtych, 1761), iz oglosil, Ze jesli to nie jest nauka, to on chce
uprawia¢ nienauke. Z kolei Gauss, przekonawszy sie w koncu do mozliwosci
istnienia takiej geometrii, nie chcial ujawniaé¢ swoich rezultatéow, bojac sie — jak
pisal — wrzasku Beotow.

Sprawa istnienia alternatywnej geometrii nie dala sie jednak ukryé¢. Dwayj
mtlodzi ludzie uparli sie nie tylko przy uprawianiu tej geometrii, lecz gtosili jej
réwnoprawnosé, ba — supremacje nad geometriag euklidesowa. Rosjanin, Nikotaj
Fobaczewski, w 1829 roku opublikowal prace O podstawach geometrii, a Wegier,
Janos Bolyai, w 1832 roku Appendiz do ksiazki ojca o dydaktyce matematyki

— w obu tych pracach, choé¢ odmiennie, nowa geometria byta konsekwentnie
wprowadzona. Rzecz skonczyla sie fatalnie dla obu odkrywcow, ale nowa
geometria stala sie faktem.

Sprawe statusu tej geometrii (zwanej juz geometria Bolyaia—F.obaczewskiego)
okresdlil Felix Klein, publikujac w 1870 roku jej model w geometrii euklidesowe;j
i model geometrii euklidesowej w geometrii B-L, czyli dowodzac ich
rownoprawnosci. Co wiecej, Bernhard Riemann w swoim wyktadzie
habilitacyjnym (1854) wskazal sposob konstrukeji szerokiej rodziny geometrii,
ktorych te dwie byly szczegdlnymi przypadkami. Tego tez nie mozna byto
zakwestionowaé, bo jego koncepcja byla prostym uogolnieniem gaussowskiej
teorii powierzchni lezacych w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowe;j.

Ale sprawe bezczelnie jasno postawit dopiero fizyk, Hermann Helmholtz,
publikujac (1868) prace, w ktorej odbiera matematyce walor nauki przyrodniczej,
traktujac ja jako skrzynke z narzedziami dla nauk przyrodniczych.

I tak sprawa ponownie trafita na pole filozofii. Jesli bowiem prawd
matematycznych nie weryfikuje przyroda, to skad one sie biora? I czym

w istocie, jesli nie pochodza z natury, sa pojecia matematyki? Tego rodzaju
pytania staly sie powodem powstania dyscypliny zwanej podstawami
matematyki lub metamatematyka, ktora swiecita swoje triumfy w XX wieku,
cho¢ przyniosta jako swoje rezultaty wielkie nie wiadomo.

Natomiast badanie tego, jak rozmaite ksztalty moze przyjmowaé przestrzen,
stalo sie pierwszoplanowym zadaniem matematykow. Jeszcze Klein opisal
wszystkie mozliwe ksztalty przestrzeni dwuwymiarowych. Andriej Markow
(syn) dowiodl, ze zrobienie kompletnej systematyki ksztaltow przestrzeni

o wymiarach wiekszych od trzech nie jest mozliwe, a ostatnio Grigorij Perelman
sklasyfikowal wszystkie mozliwe ksztatty przestrzeni trojwymiarowych, czyli
wszystkie teoretycznie mozliwe ksztalty przestrzeni.
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