Krotki dowdd twierdzenia Routha

Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, a P, @, R punktami lezacymi
odpowiednio na bokach BC, CA, AB (rys. 1). Przyjmijmy, ze D = BQ N CR,
E=CRNAP, F = AP N BQ oraz niech
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Oznaczajac przez [F] pole figury F, mamy nastepujacy wzor
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znany pod nazwa twierdzenia Routha.

Pod nazwa twierdzenie Routha rozumie
sie na ogol dwie réwnosci: opisujaca pole
trojkata [DEF] (ktorej dowod znajduje
si¢ obok) i bardziej znana, opisujaca pole
trojkata [PQR], a mianowicie

[PQR] _ pgr +1

[ABC] ~ D+ DE+ 1)

Inaczej o calym twierdzeniu pisaliSmy
w Delcie 3/2012 1 6/2011.
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Dowody tego wzoru, ktore mozna znalezé w dostepnej literaturze, uzywaja na
0go6! rachunku wektorowego lub geometrii analitycznej. Podamy tutaj krotki
geometryczny dowod tego twierdzenia.

Poprowadzmy przez punkt C prosta [ rownolegta do prostej AB. Niech ponadto
X =APNI, Y = BQNI, a takze S = CFNAB (rys. 2) Korzystajac z twierdzenia
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Analogicznie otrzymujemy
[ABC]  1+4q+qr

[ABC]  1+r+rp
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Stad ostatecznie obliczamy:
[DEF] [ABF] [BCD] [CAE]
[ABC] ~ = [ABC] [ABC] [ABC]
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Uwaga. Udowodniona tozsamosé (x) nosi nazwe twierdzenia van Aubela.

Polecamy bardzo trudne zadanie

W znakomitych 100 zadaniach Steinhausa jako zadanie
szesnaste znajdujemy:

Mamy dowolny trojkgt. Mozemy go oczywiscie przecigé
linig prostq tak, zZeby przepotowic¢ jego obwod. Mozemy
nawet z gory przypisaé kierunek linii przecinajgcej. Gdy
zrobimy to dwa razy, uiywajgc dwu roznych kierunkow,
linie proste przetng sie w pewnym punkcie Q. Wtedy
przez punkt QQ wiodg dwie linie proste przepoltawiajgce
obwad.

Czy istnieje punkt, przez ktory wiodq trzy takie linie?
Jesli tak, to jak go znalezé?

Odpowiedz jest zaskakujaca: przez kazdy punkt,
przez ktory przechodza dwie proste potowigce obwod,
przechodzi tez trzecia majaca te wlasnosc.
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A trudno$é¢ w znalezieniu odpowiedzi lezy w tym, ze
trzeba jakos scharakteryzowa¢ mozliwe polozenia
punktu @, o ktérym jest mowa w zadaniu — okazuje sie,
ze sa to punkty trojkata krzywoliniowego zawierajacego
w brzegu tuki trzech paraboli stycznych do dwoch
sposrod prostych zawierajacych boki trojkata.

Ciekawe jest to, ze wynik jest mocniejszy: przez kazdy
punkt trojkata przechodzi albo doktadnie jedna, albo
doktadnie trzy proste polowiace obwdd; to samo dotyczy
czworokata niebedacego réwnoleglobokiem (a jak jest dla
niego?).

Nie watpie, ze Czytelnik Ambitny podejmie to
wyzwanie.



