Geometria dziewieciu punktéow Andrzej SZABLEWSKI*
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Rys. 1. Plaszczyzna dziewigciu punktow
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Rys. 2. Romb, ale czy na pewno kwadrat?

[e] [e] [e]
Rys. 3. Rownoleglobok niebgdacy rombem
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Czysty zeszyt, cyrkiel, linijka, katomierz, liniuszek — standardowy szkolny
ekwipunek lekcji geometrii. Ale istnieja rowniez inne geometrie, w ktorych do
konstrukeji figur nie jest potrzebne zadne oprzyrzadowanie. Jedna z nich jest
geometria dziewieciu punktéw, gdzie bez linijki czy cyrkla mozna ,konstruowac”
calkiem doktadnie kota, trojkaty i inne figury.

Przyjmijmy, ze owe dziewie¢ punktow tworzy cala ,plaszczyzne”, ktorg bedziemy
dysponowaé. Utozmy je w ksztalt kwadratu i nadajmy punktom wspotrzedne jak
na rysunku 1.

Jak na kazdej ptaszczyznie, takze na tej mozemy wyr6zni¢ pewne figury.
Zacznijmy od najprostsze] figury — prostej. Ustalmy, ze zbior punktow plaszczyzny
tworzy prosta, jezeli wszystkie punkty maja doktadnie jedna taka sama
wspOlrzedna (znajduja sie w linii pionowej lub poziomej) albo jezeli kazde dwa
punkty z tego zbioru roznig si¢ dwiema wspolrzednymi. Zauwazmy, ze kazda
prosta na dobrze nam znanej pltaszczyznie réwniez spetnia ten warunek, jednak nie
kazdy zbidér spelniajacy ten warunek tworzy prosta. Ile punktéw zawiera
zdefiniowana przed momentem figura? Ot6z, powyzszy warunek moga spetniaé
zbiory zawierajace dwa lub trzy punkty. Kazda prosta powinna jednak mieé¢ tyle
samo punktéw — wobec tego do opisu prostej w geometrii dziewieciu punktow
nalezy doda¢, ze musi zawiera¢ dokladnie trzy punkty. To ile jest tych prostych?

Do konstrukeji bardziej zaawansowanych figur przydatna bedzie odlegtosé, ale
zupelnie inna niz ta, o ktérej informuje nas linijka, bo i plaszczyzna jest nieco inna.
Odlegtosé miedzy dwoma punktami zdefiniujmy jako liczbe wspotrzednych,
ktorymi te punkty sie roznia. Czyli odlegtos¢ miedzy punktami (0,0) oraz (0,2)
wynosi 1, miedzy (0,0) i (1,1) wynosi 2. Tak uzbrojeni mozemy skonstruowaé
trojkat rownoboczny (taki zupelnie ,normalny”, znaczy figure o trzech
wierzchotkach, w ktorej odlegtosé miedzy kazdymi dwoma wierzchotkami jest taka
sama). I niespodzianka: na jednej prostej leza trzy punkty, ktorych odlegltosci sa
parami rowne. Na plaszczyznie dziewieciu punktéow mozemy zatem mowic

o ,trojkacie rownobocznym”, ktorego wierzcholki sa wspotliniowe.

Trojkaty réwnoramienne maja dwa ,boki” réwnej dtugosci, wiec, gdy trojkat nie
jest rownoboczny, dtugosci bokéw moga wynosi¢ tylko 2, 2, 1 lub 1, 1, 2. Drogi
Czytelniku, zechciej pobawié sie w konstrukcje takich trojkatow. A co bys
powiedzial na trojkaty réznoboczne?

Przejdzmy do figur o wiekszej liczbie wierzchotkow. Romb, jak wiadomo, ma
cztery ,boki” jednakowej dtugoscei (mozliwosci to 1 lub 2), jego konstrukeja nie
powinna przysparza¢ probleméw. Choé¢ po dtuzszym (lub krotszym)
zastanowieniu. .. moze obudzi¢ sie¢ pewna watpliwosé. Spdjrzmy na rysunek 2,
pomocnicza linia laczy sasiadujace ze soba wierzchotki czworokata. Kazdy ,,bok”
ma dlugosé 1, figura jest wiec rombem, ale te same cztery wierzchotki moga
sasiadowa¢ ze soba w inny sposob (rys. 3). Drugi czworokat ma boki parami
rowne 2 i 1, zdaje sie by¢ réwnolegtobokiem; zauwazmy, ze skrzyzowane na
rysunku odcinki nie przecinaja si¢! Na standardowej plaszczyznie cztery
wierzchotki réwniez nie musza jednoznacznie wyznacza¢ czworokata. Czy wiesz,
jakich czworokatow dotyczy ta niejednoznacznosé?

Kolejnym wyzwaniem jest zdefiniowanie kwadratu. Chcemy skonstruowaé¢ romb,
ktorego wszystkie katy maja 90 stopni. Musimy wiec zdecydowaé, jak na naszej
dziewieciopunktowe] plaszczyznie okresli¢ prostopadtosé. W podrecznikach do
sbrawdziwe]” geometrii mozna znalez¢ wzor mowiacy, ze odcinek o koncach (ag, as)
i (b1, b2) jest prostopadly do odcinka o koncach (¢1,¢2) 1 (d1,ds2), gdy zachodzi

réwnosc

(a1 — bl)(cl — dl) + (CLQ — bQ)(Cg — dg) =0.
Gdy zastosujemy ten przepis do naszej geometrii, okaze sie, ze i u nas daje to
prawdziwa prostopadlosé. Ile zatem kwadratow istnieje na naszej plaszczyznie?

Drogi Czytelniku, konstruuj okregi, trapezy, deltoidy, prostokaty, czy inne figury,
na ktore przyjdzie Ci ochota. Mozna probowaé znalezé wszystkie dziewieciokaty.
Mozna szukaé¢ kolejnych odpowiednikéw znanych nam obiektow geometrycznych
lub badaé¢, czy i na ile zachodza w tej geometrii znane twierdzenia. Nic nie stoi na
przeszkodzie, aby zwiekszy¢ liczbe punktéw plaszezyzny tak, aby przedstawienie
dwunastokatow i innych figur stato sie mozliwe. Do dzieta.
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