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Rozwigzanie zadania M 1495.
Rozwazmy wielomian
w(z) = (x4 a1)(z+a2)...(x+ayn) —
—(z—=b1)(x—b2)...(x— by).
Warto$é w(b;) jest réwna iloczynowi c
liczb wpisanych w j-ta kolumne. Stad
w(by) = ... =w(b,) = c. Poniewaz
stopien wielomianu w jest mniejszy
niz n, otrzymujemy, ze jest to wielomian
stale réwny c.
W takim razie mamy
c=w(—a;) =
= (—1)"+1(a,, +b1)...(a; +bn),
a stad iloczyn liczb wpisanych w i-ty
wiersz jest réwny (—1)"T1. ¢ niezaleznie
od 4.

Kluska w uchu wielbtgda
albo arytmetyka moralna

Krzysztof REJMER

Powiada Ewangelia: Latwiej jest wielblgdowr przejs¢ przez ucho igielne, niz
bogatemu wejsé do krolestwa niebieskiego. Lingwisci, i nie tylko oni, prébuja
znalez¢é jakie$ sensowne wyjasnienie tych stéow. Na przyktad Cyryl Aleksandryjski
twierdzil, ze jest to jezykowe nieporozumienie, a Jezus mial w rzeczywistosci

na my$li nie wielblada, lecz line. Oba te wyrazy mogly by¢ pomylone z powodu
zachodzacego w jezyku greckim procesu nazwanego itacyzmem. Polegal on

na zamianie litery n na litere ¢ (kdunAos to wielblad, natomiast kdutlos to
lina). Jest to tym bardziej prawdopodobne, ze aramejskie stowo gamla oznaczato
zaréwno samego wielblada, jak i wykonana z jego siersci line. Jak to czesto
bywa, winny jest niedouczony interpretator.

Z podobna gra stéw mamy do czynienia w pewnym ciekawym zagadnieniu
dotyczacym rachunku prawdopodobienstwa. Aby je oméwié, zaczniemy od rzeczy
powszechnie znanej, czyli od igly Buffona, opisanej przezen w 1777 roku

w Szkicu o arytmetyce moralnej. Rzucamy igla o dlugosci [ na plaszczyzne
podzielona réwnolegtymi liniami, przy czym odlegtosé d migdzy sasiednimi
liniami spelnia warunek d > [. Niech z oznacza odleglos¢ igly od najblizszej linii,
natomiast @ mniejszy z katéw, jaki igla tworzy z ta linig. Mozliwe wartoéci z i ©
leza w przedziatach, odpowiednio, [0, %] i [0, g] Przyjmujemy, ze z i O sg
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach jednostajnych. Diugosé rzutu
igly na kierunek prostopadtly do linii jest rowna [sin ©. Jezeli $rodek igly jest
odlegly od najblizszej linii o mniej niz %l sin © (rys. 1), to igla przecina linie.
Prawdopodobienstwo przeciecia linii jest wigc réwne stosunkowi pola .S pod

sinusoida %l sin © i pola prostokata o bokach 7 i % (rys. 2).

Pole S mozemy obliczy¢, dzielac odcinek [0, %} na N matlych odcinkéw. Niech

T = ﬁ 7 =0,...,N, beda koncami kolejnych odcinkow. Wtedy S przyblizamy
jako
N—1
I . (xjp1+ 2,
S~ 5 sin <H127) (zjy1 —xj) =
=0
N—1
l (Tt L (T — Tjr1 — Tj
= 3 sin <J+12J> SlIl( J+12 J) T jtll_qi =S
j=0 sm( I )
I N—-1 Tj41—T,
=5 Z (cosxj —cosTjy1) ——2— =

S]n( Zl?j+|27£l7j )

l

r  N-1

— ! AN . . N—o00

= E (coszj —cosxjpy) — =
i=0
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Szukane prawdopodobienstwo jest réwne P = T%, a w szczegdlnosci dla | = d
otrzymujemy P = % Wynik ten pozwala ,zmierzy¢” warto$c liczby 7. Nie trzeba
rzucaé prawdziwg igla, wystarczy ,,doswiadczenie komputerowe”. Jesli postuzymy
sie definicja prawdopodobienstwa podana przez Laplace’a, to dla I = d mamy

T~ 2—,

x

gdzie N to liczba rzutéw, a x to liczba przecigé. Poniewaz przyjeliSmy
(arbitralnie?) jednostajnosé obu rozkladéw, mozna tez twierdzié, ze
w rzeczywistosci nie tyle wyznaczamy wartosé , ile testujemy to zalozenie.

Wszystkim, ktérych zdumiewa obecnoéé liczby m w zadaniu dotyczacym
rachunku prawdopodobienstwa, Hugo Steinhaus wyjasnial w charakterystycznym
dla siebie stylu, ze jest to ilustracja powiedzenia fortuna kolem sie toczy. Jednak
w rzeczywistosci to nie powinno dziwié¢. Liczba 7 jest zdefiniowana jako stosunek
dlugosci okregu do jego Srednicy. Zauwazmy, ze wszystkie mozliwe polozenia
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Uzasadnienie wzoru Barbiera.

Dla tamanej zlozonej z dwoch odcinkéw
o dlugosciach a i b $rednia liczba
przecieé jest réwna

p(a +b) = pi(a) + pa(b),
gdzie pq(l) jest $rednig liczba przecigé
w funkcji dlugosci (odpowiednio tamanej
lub odcinka). Wynika stad, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n

p1(na) = np (a),

oraz dla dowolnych liczb naturalnych
nim

npi(a) = p1(na) = (mﬁa)
m

n
= mp1 Ea .

W przypadku odcinka tamanej pi jest
funkcja ciagla jego diugosci a. A zatem
dla dowolnej liczby wymiernej, a przez
to i dla dowolnej liczby rzeczywistej
pa(ra) =rp(a),

a stad

pa(a) = ca,
Wyznaczymy teraz warto$¢ c. Posluzymy
si¢ kluskg zwini¢ta w okrag o Srednicy d.
W tej sytuacji zawsze istnieja dwa
przeciecia. Mamy wiec

gdzie ¢ = p1(1).

2 = pq(dm) = cdm,
a stad
2
wd’
co zgadza si¢ z rachunkiem dla igly
Buffona.

Wigcej o twierdzeniu Barbiera mozna
przeczytaé np. w ksigzce

Jarostawa Goérnickiego Okruchy
matematyki.

jednego konca igly wzgledem drugiego tworzg okrag, ktorego promien jest
dtugoscia tej igly. A zatem jesteSmy w domu.

A teraz zrobimy z liny ewangelicznego wielbtada. A raczej z igly Buffona
uczynimy matematyczna line albo kluske. Podamy rozwiazanie podobnego
zagadnienia, ktérego autorem jest Joseph—Emile Barbier. Ta wersja problemu
igly Buffona (ang. Buffon’s needle) nosi zartobliwa nazwe kluski Buffona
(ang. Buffon’s noodle).

W przypadku I < d, ktéry tu rozwazamy, mozliwe jest co najwyzej jedno
przecigcie igly z linia. Wprowadzimy nowa zmienna losowa przyjmujaca
warto$é¢ 1, gdy igta przecina linig, i 0, gdy igla nie przecina linii. Obliczmy
wartos$é srednia tej zmiennej. Jest ona réwna

wp=1-P+0-(1—P)=P.
Widzimy, ze jest to prawdopodobienstwo przeciecia linii przez igle. Wyrazenie
po prawej stronie powyzszego réwnania jest zarazem Srednia liczba przecieé, .
Zastapimy teraz igle przez lamana ztozona z n odcinkéw. Niech z4,...,z, beda
liczbami przecieé linii przez te odcinki, natomiast x ich suma, czyli liczba
przecied linii przez tamang. Wielkosci x; nie sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi, ale to bez znaczenia, bo érednia liczba przecigé linii przez tamana

i tak jest suma $rednich liczb przecigé linii przez odcinki
n

(@) = (wi).
i=1
Przejdziemy teraz z tamang do granicznej krzywej gladkiej (czyli naszej kluski)
o ustalonej dlugosci, zwigkszajac do nieskonczonosci liczbe odcinkéw tamanej.
Srednia liczba przecie¢ kluski jest proporcjonalna do jej dlugosci ! i wynosi
tyle samo co dla igly Buffona:
21

pml) = —.
Swoja droga, Barbier udowodnil w rzeczywistosci co$ wiecej, bo nazwane jego
imieniem twierdzenie, ktére moéowi, ze dla dowolnej zamknietej krzywej o statej
szeroko$ci stosunek jej dtugosci do jej srednicy zawsze jest taki sam i réwny 7,
niezaleznie od ksztaltu tej krzywej.

Rozwiazanie zagadnienia Buffona wielokrotnie testowano eksperymentalnie.
Wspomnimy tu o jednym tylko wyniku, uzyskanym w 1901 roku przez wtoskiego
matematyka Mario Lazzariniego, ktéry rzucal 3408 razy igla o stosunku diugosci
do szerokosci paska réwnym 5/6. W tym przypadku 7 ~ g% Lazzarini uzyskal
robigcy wrazenie rezultat o bledzie mniejszym od 3 - 10~7; bylo to przyblizenie
TR % Podejrzenie wzbudzit jednak fakt, ze powyzsze przyblizenie znane jest
od dawna jako najlepsze wymierne przyblizenie 7, jesli ograniczy¢ sie do liczb

co najwyzej pieciocyfrowych. Jesli spelniony jest warunek x = %N , to
otrzymamy wtaénie owo wspomniane najlepsze przyblizenie. Latwo tego
dokonaé¢. Wystarczy wybraé liczbe n bedaca wielokrotnoscia liczby 213, a wtedy
x jest liczba catkowita. Liczba 3408 = 16 - 213 jest taka wielokrotnoscia. Dzi$
uwaza si¢ wynik Lazzariniego za oszustwo (co jest przeciez rzecza niemoralna)
albo raczej za wyrafinowany zart (a to juz zupelnie inna sprawa).

W tytule oryginalnej pracy Buffona wystepuje nazwa arytmetyka moralna.
Pojecie to wywodzi sie z chetnie praktykowanej przez Anglosaséw (a zwalczanej
przez mysélicieli chrzedcijanskich) filozofii utylitaryzmu (Bentham), ktéra uczy, ze
o moralnej wartosci czynu swiadcza jedynie jego skutki. Stad, podejmujac
decyzje moralne, jesteSmy zmuszeni dokonywaé swoistego rachunku uzytecznosci,
czyli arytmetyki albo buchalterii moralnej, i szacowa¢ miare pozytywnych oraz
negatywnych skutkéw naszych czynéw. Propozycja rozstrzygania konfliktu
wartosci i okreslenia moralnego obowiazku w oparciu o owa buchalterie moralna
opiera sie na (naiwnym z dzisiejszego punktu widzenia) zalozeniu, ze mozliwe
jest odkrycie jakiej$ wspdlnej miary dla wszystkich ludzkich wartosci i ze taki
uniwersalny zbiér niewykluczajacych si¢ wzajemnie wartosci istnieje.

Ewangelista, by¢ moze, powiedzialby, ze miara jest ucho igielne. ..
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