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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwoéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

. X . | i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
Termin nadsytania rozwiazan: jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy
31 VIII 2016 regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

- Zadania z fizyki nr 620, 621
. Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
M v 620. W chwili poczatkowej prostokatna ramka o masie M spoczywa
na powierzchni poziomej, a mala kulka o masie m porusza sie z predkoscig v
Rys. 1 . , ;. .

wewnatrz ramki, réwnolegle do boku o dlugosci a (rys. 1). Kulka zderza sie
sprezyscie ze $rodkami krétszych bokdéw ramki. Znalezé czas pomiedzy kolejnymi

T II zderzeniami z tym samym bokiem ramki. Nie ma tarcia.

<«

621. Dwuwypukla soczewka o promieniach krzywizny R, wykonana ze szkla

o wspélezynniku zatamania ng, zanurzona jest jedna strona w wodzie (rys. 2).
Rys. 2 Maly przedmiot znajduje sie w wodzie na osi optycznej soczewki, w odleglosci x
od soczewki. Wysokos$é przedmiotu wynosi h. W soczewce powstaje obraz pozorny.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F  Jakie jest jego powiekszenie liniowe? Wspétczynnik zatamania wody jest réwny n,.
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
606 (WT = 2,2), 607 (WT = 2,5), . . ,
608 (WT = 1,4) i 609 (WT = 3) Rozwigzania zadan z numeru 2/2016

z numerdéw 11-12/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

Tomasz Wietecha Tarnéw 47,50

Tomasz Rudny Warszawa 37,68 612. Na poziomej powierzchni spoczywa klocek o masie m, do ktérego doczepiono niewazka

Michal Kozlik Gliwice 33,88 sprezyne o wspoélczynniku sprezystosci k. W pewnej chwili wolny koniec sprezyny zaczeto ciggnad

Marian Bupiezowiec  Gliwice 33,32 tak, ze poruszal si¢ on ze stalag pozioma predkoécig v. Jaks droge przebedzie klocek do momentu,

Jacek Konieczny Poznan 27,92 w ktérym osiggnie on predkosé v? Wspédlczynniki tarcia statycznego i kinetycznego miedzy

Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 klockiem a podlozem wynosza odpowiednio ps i pg, przy czym ps > fig.

Bogustaw Mlkl?lCWICZ B'rodmca 22,22 613. Za pomoca ukladu koncentrycznych zwierciadel otrzymano na ekranie ostry obraz Stonca.

Jan Zambrzycki Bialystok 17,14 Promienie krzywizny zwierciadel wynosza R1 = 12 cm i Ry = 30 cm. Jaka jest ogniskowa cienkiej
soczewki, za pomocag ktorej mozna otrzymadé obraz Storica o takiej samej wielkosci?

m 00000 P v 612. Klocek ruszy z miejsca, gdy rozciagniecie sprezyny osiagnie warto$é Aly = usmg/k

i przyjmijmy te chwile za poczatkowa. W ukladzie odniesienia zwiazanym ze swobodnym

koncem P sprezyny klocek zacznie oddalaé si¢ ruchem harmonicznym od potozenia
Rys. 3 réwnowagi (z = 0 na rys. 5), gdzie wydtuzenie sprezyny wynosi Alz = urmg/k. W chwili

poczatkowej predkoséé klocka wynosi v, a jego odlegtoéé od potozenia réwnowagi jest
Ry réwna xo = Aly — Als = (us — pg)mg/k. Z zasady zachowania energii maksymalna
odlegloéé klocka od potozenia réwnowagi wynosi A = \/TTL’UQ/]C + m2g2(us — pi)?/k2.
- 0o W tym potozeniu predkosé klocka wzgledem podtoza osiggnie warto$é v. Ruch klocka
=
RS
E

do chwili, gdy oddali sie na maksymalng odlegto$é A, opisuje wzér x = Asin(wt + ¢),
gdzie w = \/k/m. Z warunku poczatkowego x(0) = z¢ otrzymujemy przesuniecie fazowe
sin p = xo/A. Czas ta, po ktérym odlegtosé od polozenia réwnowagi osiggnie wartosé A,
dostajemy ze wzoru wta + ¢ = 7/2. Odleglosé klocka od polozenia poczatkowego
f_lz w ukladzie zwigzanym z koncem sprezyny réwna jest A — xg. Szukana droga przebyta
1o przez klocek w uktadzie zwigzanym z podlozem wynosi s = vtqa — (A — xo).

v P
W 613. Z kazdego punktu Stonica na soczewke albo zwierciadto pada wiazka promieni
— rownoleglych. Wiazki wychodzace z réznych punktéw nie sa réwnolegte do siebie
x x“: 0 ! (rys. 6). Obraz Stonica powstaje w plaszczyZnie ogniskowej soczewki albo zwierciadla,
a jego promien wynosi ftga ~ fa, gdzie a jest promieniem katowym Storica widzianego
z Ziemi, a f ogniskowa soczewki albo zwierciadla. Obraz pozorny Slonca w zwierciadle
wypuklym o ogniskowej fi = —R1/2 ma promien h = |fi|a, jest przedmiotem dla
zwierciadla wklestego o ogniskowej fo = R2/2 i znajduje si¢ w odlegloéci od niego réwnej
22 = R2 — R1/2. Obraz, ktéry powstaje w zwierciadle wklestym, oddalony jest od niego

2Ry — H
£ 0 Y2 = M Powigkszenie tego obrazu wynosi — = v R zatem
2(R2 — R1)

h z2  Ro— Ry’
R
jego promien to H = 2 | f1|ee. Szukana ogniskowa soczewki wynosi
1
H RiR2
f==—=

R — R
Rys. 6 a 2(R2 — Rl).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 723, 724

Redaguje Marcin E. KUCZMA

VE1-44

723. Czy kazdy Scisle rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach catkowitych ma
wyraz, bedacy jednoczes$nie pewnym wyrazem ciagu Fibonacciego (F,)?
(Fi=F=1,Fyy=F. 1+ F,)

724. Dowiesé, ze liczby zespolone a, b, ¢ spelniaja réwnanie

la+b—c|+|b+c—a|l+|c+a—bl=|a|+ |b + ||

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2016

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
709 (WT =1,06) i 710 (WT = 3,44)
z numeru 11/2015

wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja réwnanie
la+b—cl+|b+c—al+|lcta—bl=|a+b+|.

Zadanie 724 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystat
pan Pawel Najman z Krakowa.

715. Dane sa dwie rézne liczby calkowite dodatnie A, B. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb

Jerzy Cislo Wroctaw 46,98 . . ,

Grzegorz Karpowicz ~ Wroctaw 41,40 ROZWIQZ&HI& zadan z numeru 2/2016
Stanistaw Bednarek 1.6dz 39,91

Janusz Fiett Warszawa 38,97 Przypominamy tre$é zadan:

Marek Gatecki USA 37,76

Jedrzej Garnek Poznan 37,64

Pawel Kubit Krakéw 36,17

Franciszek S. Sikorski Warszawa 34,72

Jerzy Cislo oto i za czterech Weteranéw
stanie! Dwanascie okrazen — to nie jakies
byleco. Zyczymy wielu dalszych rund!

catkowitych nieujemnych moze by¢é przedstawiony jako suma rozlacznych zbioréw
tréjelementowych, przy czym w kazdym z tych zbioréw liczba $rodkowa (co do wielkoSci) rézni sie
od jednej z dwéch pozostatych liczb o A, za$ od drugiej o B.

716. Dowies¢, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to

To nieprzerwane zainteresowanie naszg
zabawg — ze strony matematyka tej klasy
— cenimy ogromnie.

715. Mozna przyjaé, ze A < B. Wskazemy indukcyjna
konstrukcje ciagu zbiordw X, = {xn, Yn, 2n}

(n, < yn < 2zn) 0 wymaganych wlasnosciach. Zaczniemy
od tréjki g =0, yo = A, 29 = A + B. Zalézmy, ze zbiory
Xo,...,X,—1 zostaly juz okredlone. Wéwczas
definiujemy z,, jako najmniejsza liczbe naturalna jeszcze
niewykorzystang (tzn. nieobecna w zbiorze
XoU...UX,_1) - to juz gwarantuje, ze w wyniku calej
konstrukceji wszystkie liczby naturalne zostana uzyte oraz
ze ciag (x,) bedzie rosnacy.

Aby dokonczyé okreslenie zbioru X, (gdy Xo, ..., Xn—1
juz mamy), patrzymy na liczbe x,, + A. Jezeli jest ona
jeszcze niewykorzystana, przyjmujemy ja jako y,. Jezeli
jest wykorzystana, bierzemy jako y,, liczbe x,, + B;

i z konieczno$ci przyjmujemy z, = z, + A + B (tak wiec
jedna z réznic y, — x,, zn — Yn bedzie réwna A,

a druga B). Tak okreslona liczba z,, jest wigksza od liczb
20, - -+, 2Zn—1, Wiec nie zostala wczedniej wykorzystana.

Pozostaje uzasadnié, ze w przypadku, gdy liczba x,, + A
zostala juz wykorzystana, wowczas liczba x,, + B
pozostala niewykorzystana (i moze by¢ uzyta jako y,).
Przypusémy, ze liczba x,, + B znalazla sie w ktéryms
zbiorze X} o numerze k < n. Skoro x,, > =g, to

Ty + B > x + B > yi; musialaby zaj$¢ rownosé

Ty + B = 2. Ale 2, = x + A+ B, wigc mielibySmy
T, = xp + A. Liczba x,,, niewykorzystana az do n-tego
kroku konstrukcji, tym bardziej nie byla jeszcze
wykorzystana w momencie konstrukeji zbioru X, wiec
na mocy przyjetego algorytmu powinna byla zostac
uzyta jako yy.

Uzyskana sprzecznosé dowodzi niestusznosci
przypuszczenia, ze x, + B € XoU...U X, _1,
i uzasadnia poprawnos¢ okreslenia y,,; powstaly zbiér
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1
\/(1211 + ab? — abc + \/b2<: + bc2 — abe + \/(:Qrz + ca? — abc > 5 (a + b+ c) \/a+b-+ec.

Czy wspoélezynnik 1/2 (po prawej stronie) moze byé zastapiony przez liczbe wigksza?

X = A{@n,Yn, 2n} jest rozlaczny ze zbiorami
Xo,oo X1

716. Przyjmijmy a =y+ 2, b=z+x,c=x +y;
s=xz+y+z=(a+b+c)/2. Oczywiscie z, y, z to
dlugosci fragmentéw bokéw od wierzchotkow

do punktow stycznosci z okregiem wpisanym.
Oznaczajac przez I, r érodek i promien okregu
wpisanego, mamy zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa
|AI> = 2% + 72, |BI* = y> + 72, |CI|> = 22 +r%.

Lewa strona zadanej nieréwnosci jest sumg trzech
sktadnikéw. Przeksztalcamy wyrazenie
pod pierwiastkiem w pierwszym sktadniku:

(1) abla+b—c)=(z+2)(y+2) 2z = 2xyz + 252>
Pole trojkata wyraza sie wzorami S = v sxyz (wzér
Herona) oraz S = sr; stad zyz = sr?. Kontynuujemy
przeksztalcenie (1):

2wyz + 252% = 2512 + 2522 = 25 - |CI|%
Analogicznie wyrazaja sie pozostate dwa sktadniki.
Dowodzona nieréwnosé przybiera postac
V25 - |CT|2 + \/2s - |AI|? + \/2s - |BI2 > % -25-/2s;
PO uproszczeniu:
(2) |CI|+ |AI|+ |BI| > s

— co jest banalng prawda, skoro |CI| > z, |AI| > «,
|BI| > y.

Biorac tréjkat, w ktérym najmniejszy kat jest bliski
zeru, uzyskujemy w nieréwnosci (2) stosunek lewej

do prawej strony dowolnie bliski jednosci (tréjkat
niewiele rézni sie od odcinka, a obie strony (2) sa bliskie
dlugosci owego odcinka). Stad wniosek, ze stala 1/2

(w oryginalnej nieréwnosci) jest optymalna.



