Informatyczny kacik olimpijski (94): Myszy

Tym razem zajmiemy sie zadaniem, ktére pojawilo sie na kolokwium dla studentéw
pierwszego roku informatyki na Uniwersytecie Warszawskim. W korytarzu harcuja
myszy. Korytarz ma dlugo$¢ n metréw. Dana jest tablica n nieujemnych liczb
catkowitych a[] opisujaca, gdzie jest ile myszy: dla 1 < ¢ < n na i-tym metrze
korytarza (patrzac od strony wejécia) jest a[¢] myszy. Dysponujesz k kotami (k < n).
Twoim zadaniem jest takie rozmieszczenie kotéw w korytarzu, zeby zlapaty jak
najwiecej myszy. Kazdy kot moze pilnowaé ustalonego przez Ciebie sp6jnego
fragmentu korytarza (na przyklad, moze mie¢ zatozona smycz odpowiedniej dtugosci,
przymocowana do podlogi posrodku pilnowanego fragmentu korytarza). Fragmenty
korytarza pilnowane przez rézne koty nie moga zachodzié na siebie (zeby koty sie
nie pobily, a smycze nie poplataly), choé¢ moga sie stykaé. Niektére fragmenty
korytarza moga pozostaé niepilnowane przez zadnego kota. Kot, ktéry pilnuje
@ fragmentu od i-tego do j-tego metra wlacznie (dla ¢ < j), na ktérym znajduje sie

M 5 s =ali] + ali + 1] + - - - + a[j] myszy, ztapie: max(s — (j — i)?,0) myszy. Nalezy
wyznaczy¢ maksymalna liczbe myszy, jakie mogg ztapaé koty (patrz rysunek).

Dla k = 2 oraz tablicy

a=[1,51,4,3,2,7,0] Obojetnie, jak zabierzemy si¢ za to zadanie, przyda sie nam tablica sum prefiksowych:
poprawnym wynikiem jest 14. Jeden kot S[J] = D1« <, ali]. Wtedy liczba myszy na fragmencie [i, j] przedstawia si¢ jako
moze pilnowaé fragmentu korytarza S[j] _ S[i _ 1].
na metrach od 2 do 4 (tapiac
6 z 10 myszy), a drugi moze pilnowaé Omawiane zadanie to zadanie na programowanie dynamiczne. Niech d[j, ] oznacza

fragmentu na metrach od 5 do 7 (lapiac

8 7 12 myszy). maksymalng liczbe myszy, jakie moze ztapaé¢ | kotéw na pierwszych j metrach

korytarza. Poniewaz niektére fragmenty moga by¢ niepilnowane, wiec rekurencje
budujemy, rozpatrujac dwa przypadki: albo j-ty metr nie jest pilnowany, albo jest
i I-ty kot pilnuje fragmentu [i, j] (od i-tego do j-tego metra wlacznie):
() dljl = max(d[j — 1,1, max (dfi — 1,0 — 1] + s[j] — s[i — 1] — (j - i)Q)).
0<i<y
Podstawowa implementacja zadziala w czasie O(n?k). Takie bylo oczekiwane
rozwiazanie na kolokwium, niemniej jednak okazalo sie, ze mozna to zrobié lepiej
(ach, ci studenci). Aby przyspieszy¢ rozwiazanie, nalezy w odpowiedniej kolejnosci
wypelniaé tablice d. Gtéwna petla powinna przebiega¢ po [. Ustalmy [ i zalézmy, ze
mamy obliczone wartosci d[j,l — 1] dla wszystkich j. Bedziemy teraz obliczaé¢ element
d[4,!]. Kluczem do usprawnienia rozwigzania jest poréwnanie mozliwych dwoch
ustawien [-tego kota, mianowicie gdy patroluje on fragment [i1, j] lub fragment [iz, j],
gdzie 71 < i2. Drugie ustawienie jest lepsze od pierwszego, jesli:
dliv — 1,1 — 1] + s[j] — sfir — 1] = (j —i1)® < d[ia — 1,1 — 1] + 5[] — slia — 1] — (j — i2)*.
Po przeksztalceniu nieréwnosé przyjmie postaé:
(%) G > (dlin—1,1— 1] —dlis — 1,1 — 1] = s[ir — 1] + s[io — 1] —i1” +i2%) / (2(i2 — in)).
Prawa strona nieréwnosci (k%) zalezy tylko od 41 i i2 (oraz od l); oznaczmy ja przez
p(i1,42). Widzimy, ze pierwsze ustawienie jest lepsze dla j mniejszych od p(i1,i2),
i po czym, poczawszy od [p(i1,i2)], lepsze staje sie drugie ustawienie. Ta obserwacja
i umozliwia przegladanie mozliwych ustawien [-tego kota w sposéb bardziej
uporzadkowany tak, ze na biezaco eliminujemy takie ustawienia, ktére sa juz
E od pewnych j gorsze. Trzymamy kolejke dwukierunkowa poczatkéw fragmentow
1<4 < <im < J, taka ze
J < [p(i,iz)] < [pliz,is)] < -+ < [plim-1,im)].
Innymi stowy, dla odpowiednio matych j najlepiej przydziela¢ I[-temu kotu fragment
[i1,7], gdy j osiagnie [p(i1,i2)] — fragment [i2, 7], i tak dalej az do j = [p(im—1,im)],
gdzie optymalny przydzial to [im, j]. Przetwarzanie j-tego metra korytarza sklada sie
z nastepujacych krokow:

Rozwigzanie zadania M 1497.

D
1. Jezeli kolejka ma co najmniej dwa elementy oraz j > [p(i1,i2)], to usuwamy
A B z przodu kolejki i1, gdyz od tego momentu lepsze beda fragmenty o poczatku iz.

Zbudujmy taki tréjkat réwnoboczny 2. JeZgli kolfejka ma w<.:iqz co naj.mpiej dwa elementy, to sprawdzaryy, czy .
ABE, ze punkt C lezy w jego wnetrzu. [P(im—1,%m)]| = [P(im,j)]. Jezeli tak, to fragmenty o poczatku i, sa zdominowane
Wowezas punkty C 1 I lezg przez fragmenty o poczatkach im,—1 lub j, usuwamy wiec i, z konica kolejki
na symetralnej odcinka AB, . krok 2
wiec < AEC = 30°. Ponadto 1 powtarzamy krok 2.
SCAE = 60° — «CAB — 3. Dodajemy j na koniec kolejki.

4. Obliczamy d[j, ], korzystajac ze wzoru (x), ale mozemy to juz teraz zrobi¢ w czasie
O(1), gdyz wiemy, ze maksimum jest osiagane przy ¢ = i1, gdzie i1 jest aktualnym
elementem z przodu kolejki.

1
= 60° — 5(1800 — XL ACB) = 18°.

W takim razie tréjkaty ADB i ACE sa
przystajace, w szczegdlnoéci AC = AD.

Stad latwo otrzymujemy W ten spos6b otrzymaliémy rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(nk).
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