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Izogonalne sprzezenie. Jezeli w kacie wypuklym BAC leza takie poiproste
AP i AK, 7e katy BAP i CAK sa réwne, to bedziemy mowié, ze polproste

AP i AK sa izogonalnie sprzezone w kqcie BAC. Jesli pélproste AP i AK sa
izogonalnie sprzezone w kacie BAC, to bedziemy mowié, ze punkty P i K sa
izogonalnie sprzezone w tym kacie (rys. 1). Na wiele sposobéw mozna sprawdzié,
czy dane polproste sa izogonalnie sprzezone w pewnym kacie. Pomocne jest tu
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dany jest kqt wypukly BAC oraz pélproste AP i AK lezgce

w tym kqcie. Rzuty prostokgtne punktu P na proste AB i AC to punkty Q i R,
rzuty prostokgtne punktu K na proste AB i AC to punkty L i M oraz Q # L
1 R # M. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) *QAP = < MAK,

(2) |PQI- |KL| = |PR| - [KM|,

(3) AQPR ~ AMKL (tzn. tréjkety QPR « MK L sq podobne),

(4) punkty Q, L, M, R lezq na okregu, ktdrego Srodek to $rodek odcinka PK,

(5) QR L AK,

(6) QR L AK i ML L AP.

Uwaga. Dowdd przeprowadzimy w takim przypadku, jak na rysunku 2. Mozliwe sg tez
inne przypadki: kat BAC moze by¢ rozwarty i co najmniej jeden z punktéw Q, R, L, M
moze leze¢ poza ramionami kata BAC' lub punkty A, Q i L moga leze¢ w innej
kolejnosci. We wszystkich tych przypadkach dow6d przebiega analogicznie do
zaprezentowanego.

Dowdd. (1)=>(2). Zauwazmy, ze nastepujace pary tréjkatéw sa podobne:
APQA~ AKMA i APRA ~ AKLA. Stad wynika, ze

PQ| _|PA| __ |PA|_|PR

|[KM| |KA| |[KA| |KL|’

a stad, ze
PQl _ |PR
|[KM| |KL|
(2)=(83). Z zalozenia wynika, ze
QP _ MK
|PR| |KL|’

Jednoczesnie QPR = <M KL (wystarczy poréwnaé¢ sumy katéw w czworokatach
AQPR i1 AMKL). Wobec tego AQPR = AMKL.

(3)=-(4). Poniewaz trojkaty QPR i M KL sa podobne, wigc xRQP = <LMK.
Stad wynika, ze XRQA = XLMA (rys. 3). Wobec tego na czworokacie

o wierzchotkach @, L, M, R mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu to $rodek
odcinka PK, bo tam ,trafiaja” symetralne odcinkéw L@ i M R.

(4)=-(5). Katy ALK i AMK sa proste, wiec punkty A, L, K, M leza na okregu.
Stad wynika, ze X K LM = <K AM. Poniewaz czworokat o wierzchotkach

Q, L, M, R jest wpisany w okrag, wiec XM LQ = XQRA. Lewe strony tych dwoch
rownoéci daja w sumie 90°, wigc prawe takze.

(5)=-(6). Katy AQP i ARP sa proste, wiec punkty A, @, P, R leza na okregu
(rys. 4). Stad wynika, ze XQAP = <QRP. Poniewaz QR L AK i PR | AR, wiec
XQRP = <KAM. Poniewaz punkty A, L, K, M leza na okregu, wiec

SKAM = ¥ KLM. Mamy zatem ¥QAP = < KLM i KL 1 AL. Stad wynika, ze
ML 1 AP.

(6)=-(1). Poniewaz punkty A, @, P, R leza na okregu, wiec QAP = XQRP.
Poniewaz QR 1. AK i PR 1 AR, wiec XQRP = <M AK. Z tych dwoch réwnosci
wynika teza. O

Jesli dwa punkty nalezace do wnetrza tréjkata ABC' s izogonalnie sprzezone
w kazdym kacie tego trdjkata, to bedziemy méwié, ze te punkty sa
izogonalnie sprzezone w trdjkqcie ABC' (rys. 5). Czy w tréjkacie zdarzaja sie
punkty izogonalnie sprzezone? Precyzuje to nastepujace twierdzenie.

11



A B
Rys. 6
P
B
/
c M|/ A
/
/
-0
s’
7
s
F
Rys. 7
P
E B
c M A
0
F D
Rys. 8
B
C D M A
Rys. 9

Twierdzenie 2. Jesli punkt P nalezy do wnetrza tréjkgta ABC, to istnieje
dokladnie jeden punkt Q, izogonalnie sprzezZony z punktem P w tréjkgcie ABC.

Dowdd. Niech punkt @ spelnia warunki podane na rysunku 6. Zauwazmy,
ze punkt @) jest wyznaczony jednoznacznie. Musimy jeszcze udowodnié, ze
XPCA = <xQCB. W tym celu powolamy sie na twierdzenie 1, a dokladniej
na rownowazno$¢ warunkéw 1° z 2°. O

Przyktady punktéw izogonalnie sprzezonych w trojkacie:

— érodek okregu wpisanego w trojkat jest sprzezony z soba,

— w trojkacie ostrokatnym ortocentrum jest sprzezone ze $rodkiem okregu
opisanego.

Dla zilustrowania mozliwosci zastosowania podawanych twierdzen zamie$cimy
kilka zadan. Ich rozwiazania mozna znalez¢ na koncu artykutu.

Zadanie 1. Wykazac, ze w tréjkacie ostrokatnym iloczyn odleglosci érodka okregu
opisanego i ortocentrum od boku tréjkata nie zalezy od wyboru boku.

Zadanie 2. Dany jest trapez ABCD o podstawach BC'i DA. Punkty P i Q sa
srodkami odpowiednio przekatnych AC' i BD. Wykazaé, ze je§li <« BAQ = <DAP,
to XABQ = <CBP.

Zadanie 3. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| = |BC|. Punkty P i Q leza
wewnatrz tego tréjkata, przy czym < PAC = X ABQ oraz < PBC = < BAQ.
Wykazaé ze punkty C, P, @ sa wspolliniowe.

Udowodnimy teraz bardzo przydatne twierdzenie.

Twierdzenie 3. Punkt P lezy na zewnqgtrz okregu o srodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C. Prosta
przechodzqca przez srodek M odcinka AC przecina ten okrgg w punktach B i F
(rys. 7). Wowczas pélproste PB i PF sq izogonalnie sprzezone w kgcie APC, czyli
XAPB = <CPF.

Dowdd. Poniewaz na kazdym z czworokatéw BCFA i PCOA mozna opisaé¢ okrag,
wiec: [MB|-|MF| = |MA|-|MC|=|MO|-|MP| (korzystamy z wlasnosci potegi
punktu wzgledem okregu, o ktérej mozna przeczytac, na przyktad, w deltoidzie
2/2012). Z réwnosci [MB| - |MF| = |MO| - |MP| wynika, ze punkty B, F,O, P
leza na jednym okregu. Nazwijmy go o;. Poniewaz |OB| = |OF|, wiec katy OPB
i OPF sa réwne (jako katy wpisane w okrag o1, oparte na przystajacych tukach).
Stad wynika, ze XAPB = <CPF. O

7 powyzszego twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski.

Whniosek 1. Punkt P lezy na zewngtrz okregu o $rodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C. Prosta
przechodzqca przez srodek M odcinka AC przecina ten okrgg w punktach B i F.
Proste PB i PF przecinajq ten okrag odpowiednio w punktach D i E (rys. 8).
Wowczas:

(a) punkty E, M, D sq wspdlliniowe,

(b) czworokgt BEF D jest trapezem réwnoramiennym.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze prosta OP jest osia symetrii calego rysunku.

Whniosek 2. Punkt P lezy na zewngtrz okregu o $rodku O. Przez punkt P
poprowadzono proste, styczne do tego okregu w punktach A i C oraz dwie pdlproste
1zogonalnie sprzezone w kqcie APC, przecinajgce ten okrqgg w czterech punktach.
Wowczas te punkty sq wierzchotkami trapezu, ktorego przekgtne przecinajq sie

w Srodku M odcinka AC.

Symediany i punkt Lemoine’a. Jesli w trojkacie ABC punkt M jest
srodkiem boku AC, a punkt D nalezy do boku AC i p6lprosta BD jest
izogonalnie sprzezona z pélprosta BM, to péiprosta BD bedziemy nazywacé
symediang w tréjkacie ABC (rys. 9).

Trzy symediany w trojkacie przecinajg sie w jednym punkcie, bo jest to punkt
izogonalnie sprzezony ze $rodkiem ciezkosci trojkata. Punkt przeciecia symedian
tréjkata nazywany jest punktem Lemoine’a tego trojkata.
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Symediany maja wiele ciekawych wtasnosci. Kilka z nich podaje nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4. Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag o, punkt M jest srodkiem
cieciwy AC, ktora nie jest Srednicg okregu o, proste styczne do okregu o w punktach
A i C przecinajq sie w punkcie P (rys. 10). Wéwczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) punkt P nalezy do prostej BD,

(2) XAMB = <AMD,

(3) |AB|-|CD| = [BC|-[DA],

(4) pétprosta BD jest symediang w tréjkgcie ABC.

Dowdd. (1)=>(2). Niech prosta PEF spelnia warunek xAPB = XCPE (rys. 11).
Na mocy wnioskéw z twierdzenia 3 czworokat BEF'D jest trapezem
rownoramiennym i jego przekatne przecinaja si¢ w punkcie M. Stad wynika, ze
XAMB = <CMF = XAMD.

(2)=-(3). Przypusémy, ze cieciwy ED i BF przecinaja sie w punkcie M (rys. 12).
Wowcezas symetralna odcinka AC' jest osig symetrii calego rysunku, skad wynika,
ze |[AF| = |CD| i |CF| = |AD|. Poniewaz punkt M jest $rodkiem odcinka AC,
wiec pola trojkatéw BAF i BCF sa réwne. Jednoczesnie <X BAF = 180° — < BCF,
wiee |AB| - |AF| = |BC| - |CF|. Z tej i z otrzymanych wyzej réwnosci wynika teza.

(3)=(4). Niech punkt E spetia warunki podane na rysunku 13, czyli E € AC
i XEBC = XABD. Wéwczas:
(+) ADBA~ ACBE oraz (+x) AEBA ~ ACBD.
Stad
|[EB| ®) [AB| zal. |CB| (x) |EB|
|EC] |AD| |CD| |EA|
Wobec tego |EC| = |EA.

(4)=(1). Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Niech prosta PB przecina okrag o
w punkcie X. Z udowodnionej implikacji (1)=-(4) wynika, ze pélprosta BX tez
jest symedianag w trojkacie ABC. Ale w trojkacie ABC z wierzcholka B mozna
poprowadzi¢ tylko jedna symediane. Wobec tego punkty D i X pokrywaja sie. O

7 twierdzenia 4 wynikaja dwa istotne wnioski.

Whiosek 3. Poniewaz z warunku (3) wynika, Ze Zaden z punktéw A, B, C, D
nie jest wyrozniony, wiec jesli pétprosta BD jest symediang w tréjkgcie ABC, to
pélprosta DB jest symediang w trdjkgcie ADC, a prosta AC zawiera symediany
trojkgtéow BAD 1 BCD.

Whiosek 4. Czworokqet ABCD jest wpisany w okrgg o. Jesli proste styczne
do okregu o w punktach A i C przecinajq sie na prostej BD, to styczne w punktach
B i D przecinajq sie na prostej AC (rys. 14).

Teraz proponujemy cztery zadania:

Zadanie 4. Czy w trojkacie nieréwnoramiennym wysokos¢ moze by¢ jednoczes$nie
symediana?

Zadanie 5. Punkt M jest srodkiem podstawy AC' tréjkata réwnoramiennego
ABC'. Okrag wpisany w kat ABC' jest styczny do jego ramion w punktach A i C.
Punkt D nalezy do krétszego tuku AC' tego okregu i x DAB = 20°, x DBA = 10°.
Obliczy¢ miare kata M DC.

Zadanie 6. Czworokat ABC D jest wpisany w okrag, punkty M i N sa $rodkami
przekatnych odpowiednio BD i AC. Wykazaé, ze jesli X AND = X ANB, to
IDMA=<<DMC.

Zadanie 7. Dany jest okrag i punkty A i B nalezace do tego okregu. Odcinek AB
nie jest $rednica tego okregu. Rozwazmy takie trojkaty ABX, ze punkt X nalezy
do ustalonego tuku AB. Wykazaé, ze proste zawierajace symediany wszystkich
takich trojkatéw, poprowadzone z wierzchotka X, przecinaja sie w jednym
punkcie.
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Dtugosci odcinkéw. Przytoczymy teraz trzy twierdzenia, w ktérych podane
sa wlasnosci punktéw izogonalnie sprzezonych oraz symedian w zaleznoéci od
zwigzkow miedzy dlugosciami odpowiednich odcinkéw.

Twierdzenie 5. Dany jest trojkgt ABC. Punkty P i Q nalezg do odcinka AB
(rys. 15). Wéwczas proste CP i CQ sq izogonalnie sprzezone w kqgcie AC' B wtedy
1 tylko wtedy, gdy

AP| |AQ| _ |AC

[PB| |QB| |BCJ?

Dowdd. Przez punkt A poprowadzmy prosta réwnolegla do prostej BC. Prosta ta
przecina proste C'P i CQ) odpowiednio w punktach K i L. Oznaczmy katy:
SACK = a, <xBCL = <CLA = 3. Poniewaz NAPK ~ ABPC, wigc

|AP| |AK]|
[PB] ~ |BCT
Podobnie AAQL ~ ABQC, wiec
14Ql _ |AL|
@Bl |BC|
Wowczas:
|AP| |AQ| _ |ACJ? |AK| |AL| _ JACP? |AK] _ |AC]

PB|QB| ~ |BCE T |BC||BC| T [BCE T JAC| T |AL
& ANKAC ~ACAL & a=0.0
Twierdzenie 6. Pélprosta CD jest symediang w tréjkgceie ABC wtedy i tylko
wtedy, gdy
|AD|  |AC|?
|BD|  |BC|*

Dowdd. Twierdzenie 6 jest prostym wnioskiem z twierdzenia 5.

Twierdzenie 7. Niech punkt D nalezy do boku AB tréjketa ABC. Punkty E i F
sq rzutami prostokgtnymi punktu D na proste CA i CB (rys. 16). Wowczas
potprosta CD jest symediang w trojkgeie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy
|IDE|  |AC|
|DF| — |BC|
Dowod. W dowodzie skorzystamy z twierdzenia 6. Zacznijmy od zapisania na dwa
sposoby stosunku pdl tréjkatéw ADC i BDC:
|AC|-|DE| _ |AD]|
|BC|-|DF| |BD|’

Otrzymujemy stad réwnosc:
|DE|  |AD| |BC]|
|DF| — |BD| |AC|

Zatem
|DE] _ |AC| - |AD| ) |BC| B |AC| o |AD]| B |AC|2
|DF| o |BC| |BD| |AC)| o |BC| |BD| o |BC|?"

Whniosek 5. Symediana poprowadzona z wierzcholka C w tréjkgcie ABC' jest
zbiorem wszystkich takich punktéw lezgeych wewngtrz kgta AC B, ktorych stosunek
odleglosci od prostych AC i BC jest réwny |AC| : |BC|.

Dla dowodu wystarczy powolaé sie na twierdzenie 7 oraz wlasnoéci jednoktadnosci
(tej o srodku w punkcie C).

Na koniec proponujemy jeszcze trzy zadania:

Zadanie 8. Punkt B nalezy do odcinka AC. Okrag o przechodzi przez punkty
A1 O, proste styczne do okregu o w punktach A i C' przecinaja sie w punkcie P.
Odcinek PB przecina okrag o w punkcie ), dwusieczna kata AQC przecina
odcinek AC' w punkcie R. Wykazaé, ze przy ustalonych punktach A, B,C
potozenie punktu R nie zalezy od wyboru okregu o.
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Zadanie 9. Nieréwnoramienny trojkat ostrokatny ABC' jest wpisany w okrag o.
Proste zawierajace $rodkowe AD, BE,CF tego trojkata przecinaja okrag o
odpowiednio w punktach K, L, M. Prosta przechodzaca przez A, réwnolegla

do BC, przecina okrag o w punkcie P. Analogicznie dla punktow B i C' definiujemy
punkty @ i R. Wykazaé, ze proste K P, LQ i M R przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Symetralne bokéw AB i AC
przecinaja srodkowa AD odpowiednio w punktach W i V. Proste BW i C'V
przecinaja si¢ w punkcie T. Wykazaé, ze punkt T nalezy do symediany trojkata
ABC, poprowadzonej z wierzcholtka A.

Rozwigzania zadan

Zadanie 1. Poniewaz w tréjkacie ostrokatnym ortocentrum i $rodek okregu opisanego sa
izogonalnie sprzezone, wiec dla dowodu tej rownosci wystarczy powotaé sie
na twierdzenie 1, a doktadniej na to, ze z warunku 1° wynika warunek 2°.

Zadanie 2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 17. Skorzystamy z twierdzenia 1,
z réwnowaznosci warunkéw 1° i 2°.

LBAQ = ¥DAP & |QQ1|-|PPi| =|QQ2|  |PP| <
= |QQ1| . |PP1| = |QQ3| . |PP3| 54 {ABQ = XCBP.

Zadanie 3. Niech punkt R bedzie obrazem symetrycznym punktu @ wzgledem
symetralnej odcinka AB (rys. 18). Poniewaz punkty P i R sg izogonalnie sprzezone

w katach CAB i CBA, wiec sg takze izogonalnie sprzezone w kacie AC B. Wynika stad,
ze XACP = XBCR. Jednocze$nie XACQ = XBCR. Z tych dwbch réwnosci wynika, ze
XACP = XACQ), co konczy dowdd.

Zadanie 4. Nietrudno zauwazy¢, ze wysokos¢ dowolnego tréjkata prostokatnego,
poprowadzona z wierzchotka kata prostego, jest takze symediana w tym trdjkacie.
Natomiast z twierdzenia 4, z réwnowaznosci warunkéw (1) i (4), wynika, ze jesli tréjkat
nie jest prostokatny i wysoko$¢ pokrywa sie z symediang, to ten tréjkat musi by¢
réwnoramienny.

Zadanie 5. Polprosta BD wyznacza symediane DF trojkata ADC' (rys. 19). Poniewaz
XEDA = XDAB + XDBA = 20° + 10° = 30°, wigc XM DC = XEDA = 30°.

Zadanie 6. Dla dowodu wystarczy przypomnie¢ wniosek 3 z twierdzenia 4
i réwnowaznos$¢ warunkéw (2) i (3) tego twierdzenia.

Zadanie 7. Dla dowodu wystarczy przypomnie¢ twierdzenie 4, a dokladniej
réwnowaznosé¢ warunkéw (1) i (4) tego twierdzenia.

Zadanie 8. Jedli punkt M jest srodkiem tuku AC, to pélprosta QM jest dwusieczna
kata AQC (rys. 20). Wéwczas:

RA| _ |QA| _ [1BA]

[RC|  |QC |BC|

Pierwsza rowno$é wynika z twierdzenia o dwusiecznej, a druga stad, ze po6lprosta QB
jest symediana w tréjkacie AQC. Wobec tego polozenie punktu R zalezy tylko od
punktéw A, B, C.

Zadanie 9. Opiszmy na okregu o taki trojkat XY Z, aby jego boki YZ, ZX, XY byty
styczne do okregu o odpowiednio w punktach A, B,C. Niech M bedzie punktem
przeciecia odcinka AX z okregiem o (rys. 21). Wowczas pdlprosta AM jest symediang

w tréjkacie ABC. Stad wynika, ze X BAM = XCAK. Wobec tego tuki BM i CK sa
przystajace i w rezultacie BC || M K. Zatem prosta XD jest symetralng odcinka M K.

A poniewaz jest réwniez symetralng odcinka AP, wiec punkty X, K, P sa wspoélliniowe.
Stad wynika, ze potproste X A oraz X P sg izogonalnie sprzezone w tréjkacie XY Z.

W rezultacie otrzymujemy, ze proste K P, LQ i M R przecinaja si¢ w punkcie izogonalnie
sprzezonym w trojkacie XY Z z punktem Lemoine’a trojkata ABC (ten ostatni punkt
jest takze punktem Gergonne’a tréjkata XY 7).

Zadanie 10 (rozwiazanie Tomasza Ciesli). Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC.
Niech styczne do okregu o przecinaja sie w punkcie X, a odcinek AX przecina okrag o
w punkcie M. Punkt 77 jest srodkiem odcinka AM, proste BTi i CT1 przecinaja
srodkowa AD odpowiednio w punktach W7 i Vi (rys. 22). Poniewaz prosta BC zawiera
symediany tréjkatéw ABM i1 ACM, wiec 1 = 2 = ¥3 = x4. Wobec tego V1 = V.
Analogicznie dowodzimy, ze W1 = W. Wobec tego 11 = T.
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