Informatyczny kacik olimpijski (93): Wieza z siana

W tym miesiacu zadanie Tower of Hay, ktore pojawilto si¢ na konkursie USACO
Open Gold w roku 2009. Z n prostopadlosciennych beli siana, ktére maja te sama
wysoko$é, ale rézne szerokosci wy, wa, . . ., w, chcemy zbudowaé¢ wielopoziomows,
wieze. Na kazdy poziom moze sie sktadaé kilka beli, a sumaryczna szerokosé kazdego
poziomu musi by¢ nie wigksza niz sumaryczna szeroko$¢ poziomu znajdujacego sie
bezposrednio pod nim (o ile taki istnieje). Co wiecej, zadna bela nie moze znajdowaé

O 7 sie na wyzszym poziomie niz inna bela o wyzszym numerze (czyli nalezy je ukladaé
7 2 po kolei) i nalezy wykorzystaé wszystkie bele. Jaka jest najwigksza mozliwa
5 wysoko$é wiezy, ktéra mozna zbudowaé przy takich zalozeniach (patrz rys. 1)?
[ 7 Dosé naturalnym rozwiazaniem zachtannym, ktére moze sie¢ nam narzucié¢, jest
konstr nie kaz ziomu 7z jak najmniejszej licz li sian 7

Rys. 1. Dla n = 6 beli o kolejnych onst uowanie ka dego} poziomu z jak najmniejszej lic by' beli siana, podc as '
szerokosciach 7,6,4,2,1,4 mozna budowania wiezy od gory. Niestety, jest to rozwigzanie niepoprawne, jak mozna si¢
zbudowaé wiezg¢ o wysoko$ci 4. przekonaé, patrzac na rysunek 2.

Sprébujmy wiec rozwiazania opartego o metode programowania dynamicznego.
4 Niech d[i, j] oznacza maksymalna wysoko$¢ wiezy zlozonej z beli o szerokodciach
l 4 [ 2 Jt] Witl, ..., Wy, jedli dolny poziom wiezy sktada si¢ z beli o szerokoéciach
7 | 6 w;, . .. ,w;. Wtedy mamy nastepujaca rekurencje, w ktorej iterujemy po wszystkich
mozliwosciach zbudowania drugiego poziomu (przyjmujemy tu oznaczenie

Rys. 2. Algorytm zachtanny dla beli

z rysunku 1 zbuduje wieze w[l,j] =w; +...+ w]‘)I
o wysokosci 3.

dlij] = s {1 dlj+ 1 K] [wli, 3] > wlj + 1K)
J N
Czas wypelniania tablicy d to O(n?), a odpowiedz to maxi<j<n d[1, j].

Mozna nieco zmodyfikowaé powyzszy pomysl, aby uzyskaé rozwiazanie o ztozonosci
czasowej O(n?). Oznaczmy przez ds[i, j] maksymalng wysoko$é wiezy zlozonej z beli
Wi, . .., Wy, W ktérej dolny poziom nie zawiera beli w;11. Rekurencja przybierze
postaé

da[i, j] = max(da[i,j — 1], 14da[j + 1, ki]),
gdzie k; ; jest maksymalnym indeksem, dla ktérego w(i, j] > w[j + 1, k; ;]. Taki
indeks mozemy oblicza¢ na biezaco, jesli ustalimy indeks ¢ i bedziemy wypelniaé
tablice da kolejno dla rosnacych wartoéci indeksu j. OdpowiedZ to da[1,n].

Jeszcze lepsze rozwiazanie uzyskamy, korzystajac z obserwacji, ze najwyzsza wieza
bedzie miala tez najmniejsza szerokosé¢ dolnego poziomu. Udowodnijmy to przez
indukcje: pokazemy to dla wiezy zbudowanej z beli wy, ..., w,, przy zatozeniu, ze
teza jest spelniona dla wiez zbudowanych z beli o szerokoéciach wj, ..., w, dla j > 1.
Zalézmy, ze wieza o najmniejszej szerokosci dolnego poziomu ma go zbudowanego

z beli w;, ..., w;. Wtedy najwezsza wieza z beli w;i1,...,w, bedzie miala (na mocy
zalozenia indukcyjnego) najwieksza wysokosé h (a zatem cala wieza wysokos$é h + 1).
Teraz dowolna inna wieza majaca dolny poziom w, ..., w; dla j° > j ma reszte
zbudowang z wj41,. .., w, o wysokosci h’ (zatem cala wieza ma wysokos¢ h' + 1).
Ale wtedy istnieje wieza zlozona z wj41,...,w, o wysokosci b’ (bo wystarczy
rozszerzy¢ dolny poziom), zatem h' < h (z maksymalnosci h). To konczy dowdd.

Niech zatem ds[i] oznacza taki indeks j, ze najwezsza wieza zbudowana z beli
o szerokoéciach wy, ..., w, ma dolny poziom zlozony z beli o szerokosciach
w;, . .., w;. Wtedy mamy rekurencje:

dylil = min {5 | wlisj] > wlj + 1,dalj + ).

Wyznaczywszy tablice d3 w czasie O(n?), odpowiedz odzyskujemy, obliczajac
dlugosé ciagu ds[1], ds[ds[1] + 1], ... zawierajacego konce kolejnych pozioméw
W najwezszej wiezy.

Tablice d3 mozna wypelni¢ szybciej. Ustalmy indeks j i niech k; bedzie
maksymalnym indeksem, dla ktorego spelniona jest nieréwnosé

wlkj,j] > wlj +1,ds[j + 1]]. Wiemy zatem, ze ds[i] < j dla wszystkich i < k;.
Algorytm jest nastepujacy: dla kolejnych indekséw j wykonujemy przypisanie
d3[j] == min(ds[j], ds[j + 1]), wyznaczamy wyszukiwaniem binarnym indeks k;
i wykonujemy dslk;] := j. Zlozonosé czasowa tego algorytmu to O(nlogn).

A Czytelnikéw Dociekliwych zachecamy do rozwigzania tego zadania w optymalnej
ztozonosci czasowej O(n).
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